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ITACA

Si vas a emprender el viaje hacia ftaca
pide que tu camino sea largo,

rico en experiencias, en conocimiento.
A Lestrigones y Ciclopes,

o al airado Poseidon nunca temas,

no hallarés tales seres en tu ruta

si alto es tu pensamiento y limpia

la emocién de tu espiritu y tu cuerpo.
A Lestrigones y Ciclopes,

ni al fiero Poseidon hallaras nunca,

si no los llevas dentro de tu alma,

si no es tu alma quien ante ti los pone.

Pide que tu camino sea largo.

Que numerosas sean las mafianas de verano
en que con placer, felizmente

arribes a bahias nunca vistas;

detente en los emporios de Fenicia

y adquiere hermosas mercancias,
madreperla y coral, y &mbar y ébano,
perfumes deliciosos y diversos,

cuanto puedas invierte en voluptuosos y delicados
perfumes;

visita muchas ciudades de Egipto

y con avidez aprende de sus sabios.

Ten siempre en {taca la memoria.
Llegar alli es tu meta.

Mas no presures el viaje.

Mejor que se extienda largos afios;

y en tu vejez arribes a la isla

con cuanto hayas ganado por el camino,
sin esperar que Itaca te enriquezca.

ftaca te regalé un hermoso viaje.
Sin ella el camino no hubieras emprendido.
Mas ninguna otra cosa puede darte.

Aunque pobre la encuentres, no te engafiara taca.
Rico en saber y en vida, como has vuelto,
comprendes ya qué significan las Itacas.

KONSTANTINO KAVAFIS
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Introduccion

La erosion constituye un grave problema tanto para la agricultura, por la
progresiva reduccion de la capacidad productiva del suelo, como para el ambiente
por la dispersion de contaminantes como los sedimentos y las sustancias en ellos
adsorbidas. Sin embargo, es dificil obtener una estimacion precisa del fendémeno
erosivo por la complejidad de los procesos implicados. El objetivo fundamental de
esta tesis es la propuesta de modelos que permitan describir tanto las pérdidas de
suelo como sus patrones de redistribucion.

Para describir los procesos implicados en la erosiéon no hay un modelo unico, al
igual que sucede con los problemas de otras disciplinas (Gershenfeld, 1999 §1). Por
ello, se aborda el estudio de la erosion desde dos perspectivas conceptualmente
diferentes caracterizadas por su escala de trabajo: la primera, que se puede calificar
como macroscopica, estd basada en un planteamiento de ecuaciones fundadas en
observaciones experimentales que describen los fendmenos, procurando buscar
soluciones analiticas como, por ejemplo, la ecuacion de difusion; la segunda, situada
en el nivel mesoscOpico®, consiste en el establecimiento de un mundo ficticio
compuesto de particulas simples y regido por unas reglas sencillas capaces de
caracterizar el fendmeno incluyendo aspectos bésicos como la conservacion de la
masa y de la cantidad de movimiento. El protagonista de esta segunda perspectiva es
el modelo de malla Boltzmann, lattice Boltzmann model, que es usado por autores
como Masselot (2000), para analizar la erosioén y deposito de nieve por accion del
viento, y Dupuis (2002) para simular el desarrollo de meandros en rios.

La primera parte de esta tesis, formada por los tres primeros capitulos, es una
aproximacion al problema de la erosion desde el punto de vista macroscopico. Asi,
en el capitulo 1 se revisan las propuestas de diferentes autores para formular la
ecuacion de erosion, basandose en la naturaleza difusiva del fendomeno. Por su

extendido uso, se comparan los modelos lineales con los de orden superior.

° Esta es la denominacion dada a la escala de trabajo de esta segunda perspectiva (Rothman y Zaleski,
1997 §2.1 y Chopard y Droz, 1998 §2.1.3 y §2.1.4), representando un nivel intermedio entre la
macroscopica y la microscdpica, como describe Gershenfeld (1999, §9).
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Parte de este trabajo se origind en el desarrollo del proyecto de investigacion
TERON (FAIR3-CT96-1478), cuyo principal objetivo era el estudio de la erosion
mecanica Tillage Erosion. En el capitulo 2 se analiza el modelo de erosion
elaborado, denominado igualmente TERON, exponiendo sus resultados para
diferentes tipos de laboreo y la erosion hidrica. En este capitulo, también se
considera la influencia de los obstaculos en la redistribucion de suelo, continuando
asi la investigacion iniciada por Laguna (1989) en la que se usaban olivos como
testigos de la pérdida de suelo. En el capitulo 3 se describe la solucion analitica que
Culling (1983) propuso para estudiar la distribucidon de concentracién de un trazador
alrededor de una barrera de seccion circular o eliptica.

En la segunda parte de esta tesis, que incluye los cinco ultimos capitulos, se
cambia de escala de trabajo, pasando de la macroscopica a la mesoscopica. En las
dos ultimas décadas los automatas celulares y los modelos de malla de Boltzmann,
derivados a partir de los anteriores, han experimentado un notable desarrollo
llegando a aplicarse en el campo de la erosion. En el capitulo 4 se exponen los
aspectos fundamentales de este tipo de modelos.

La versatilidad de los métodos basados en la escala macroscopica se pone de
manifiesto en el capitulo 5 con la simulacién de flujos en régimen permanente en
presencia de obstaculos aislados o agrupados de diferentes secciones transversales.
La ultima parte de este capitulo estd dedicada a explicar cobmo se pueden describir
flujos turbulentos con esta técnica.

En el capitulo 6 se deduce la ecuacion de difusion a partir del modelo de malla
de Boltzmann. Posteriormente, se simula la dispersion de un trazador en torno a
obstaculos como consecuencia de la accion externa de un campo de velocidades y de
la difusion, explotando la posibilidad de acoplamiento de modelos de malla de
Boltzmann que describen fendmenos diferentes. Los resultados obtenidos se
comparan con los de la solucion analitica del capitulo 3. La evolucion temporal de la
distribucion de una cantidad finita de trazador alrededor de obstaculos es estudiada
en este capitulo con la aproximacién anterior y con la analitica basada en la
descomposicion del flujo en tubos de corriente al modo sugerido por Jury (1975)
para describir el movimiento de solutos en medios porosos. En el capitulo 7 se
aborda el estudio de la dispersion con una alternativa a la propuesta del capitulo 6

para la componente difusiva, ya que para su descripcion se usa el modelo del camino
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aleatorio en vez del de malla de Boltzmann (Maier et al., 1998, 2000). Los resultados
obtenidos con las dos propuestas son comparados.

Finalmente, en el capitulo 8 se hacen dos estudios de la erosion usando los
modelos de malla. El primero de ellos consiste en determinar las zonas de
acumulacién y pérdida de suelo en una cuenca mediante un autoémata celular,
mientras que el segundo se basa en la combinacion de un modelo BGK y de un
automata celular para reproducir los patrones erosivos que provoca un flujo en las
inmediaciones de un obstaculo, comparando los resultados con los obtenidos por
Poesen et al. (1994). La tesis se completa con unas consideraciones sobre la
codificacion del modelo BGK, una variante del de malla de Boltzmann, para su
ejecucion de forma secuencial y en paralelo, siendo esta tltima fundamental para la
agilizacion de los célculos correspondientes a las simulaciones con este tipo de

modelos.
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La Ecuacion de Erosion

La erosion hidrica del suelo consiste en el arranque de particulas por rotura de
agregados debido al impacto de la gotas de lluvia y su transporte por la escorrentia
generada en una ladera como consecuencia de un exceso de agua, que no puede ser
absorbido por el suelo o retenido en la superficie. Ambos procesos se ven muy
influidos por caracteristicas del suelo tales como la estructura y la textura y por
aspectos como la compactacion provocada por determinadas practicas humanas y el
tipo de cubierta vegetal.

En este capitulo se describen las ecuaciones, lineales y no lineales, que proponen
diversos autores para caracterizar el flujo de suelo producido por la erosion en una

ladera con pendiente.

1.1.- Descripcion de la ecuacion de erosion hidrica
Las ecuaciones de Saint Venant (1.1) y (1.2), figura 1.1, relacionan el calado /
[L] y la velocidad « [LT™] de un flujo superficial de agua provocado por un exceso

de lluvia ¢. [LT™'] en una ladera (Bennett, 1974):

Fig. 1.1. Lamina de agua que fluye sobre un plano inclinado.
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mediante la conservacion de la masa,

oh oh ou
ot uax ox 9 (1.1

y la conservacion de la cantidad de movimiento

ou Ou oh q.u
o e P =85 S,) (12)

donde x [L] es la distancia en la direccion del flujo, g [LT?] es la aceleracion de

la gravedad, Sy y Sy son las pendientes del lecho y de friccion, respectivamente, y ¢
[T] el tiempo.
Si se considera que el flujo estd constituido por agua que transporta sedimento,

la ecuacion de continuidad para este ultimo es (1.3)

0 0z O 0 oc
5(hc)+(1—x)5+a(hupc)za(hgp aj (1.3)

donde z [L] es la elevacion sobre el lecho, ¢ [L’L™] la concentracion de
sedimento, u, [LT'] es la velocidad de las particulas y & [L*T '] el coeficiente de
dispersion del material sélido. Generalmente el segundo miembro de la ecuacion
(1.3) se puede considerar despreciable. Si un flujo fuese cuasipermanente, el primer
término de la parte derecha de (1.3) se puede también anular. La figura 1.2. muestra

un esquema del problema analizado.

Fig. 1.2. Flujo de agua y particulas solidas, con velocidades respectivas u y u,, sobre un plano. El
calado es 4, la pendiente de la solera S y la elevacion sobre el lecho z.
Bajo una perspectiva diferente, Culling (1960) propuso otra férmula de erosion.
La ecuacion de continuidad indica que la diferencia entre el flujo s6lido que entra y
sale de un volumen de control, como el que se representa en dos dimensiones en la
figura 1.3, se puede expresar como

% __ %+% (1.4)
ot ox Oy '

suponiendo constante la densidad del suelo y del sedimento y un flujo isotrépico.



LA ECUACION DE EROSION

Fig. 1.3. Dominio elemental de flujo en dos dimensiones, Culling (1960).

Las intensidades de flujo, a su vez, son

0z _ %
a,fy— > (1.5)

con D [L*T™'] como una constante de difusion. Aplicando (1.5) a (1.4) resulta la

f.=-D

ecuacion lineal (1.6).
2 2
E_p|lz.lz (1.6)
ot ox” oy

Culling (1963) usé esta ecuacion para desarrollar una teoria de la erosion de
suelo en laderas con pendiente, fendomeno conocido como solifluxidon o soil creep,
incluyendo posteriormente un punto de vista estocastico del fenomeno.

Mas recientemente, Govers et al. (1994) han llegado a una ecuacion similar a
(1.6), al estudiar el efecto erosivo de los aperos de labranza. Este tipo de erosion,
también conocida como erosion mecanica, ha sido caracterizado experimentalmente

con expresiones sencillas como (1.5) en las que la intensidad del flujo de las

, i1 ) ) oz Oz ... ,
particulas solidas era proporcional a las pendientes P 0 5 si bien por el caracter
X y

L . Oz
unidireccional de la labor se reducen a una sola 6_ .
X

Como alternativa a la propuesta anterior, otros autores plantean la no linealidad
de la ecuacion de erosion. Un ejemplo es el trabajo de Kirkby (1971) en el que se

rescribe la ecuacidn de continuidad como

0
d, +d :-a—f (1.7)
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en donde dy [LT '] y d, [LT '] son las intensidades de desgaste mecanico (1.8) y
quimico, respectivamente y & [L] el espesor de suelo.

d, _6_G (1.8)

ox r

G [LZT'I] es el caudal solido, 7., [L] el radio de curvatura de la ladera y

‘Z_f:_%_ » (1.9)
con dyereo [LT'l] el desgaste del lecho de roca por meteorizacion.
Kirkby, es uno de los primeros autores en presentar la relacion entre la
capacidad de transporte C, [L*T™'] y G, con dos situaciones limite, reconocidas con

anterioridad por el gedlogo Gilbert en 1877:

I. erosion limitada por el transporte, cuando el caudal sélido es el maximo
posible (e.g. Julien, 1994).

II. erosion limitada por la producciéon de particulas solidas bien sea por
meteorizacion, bien sea por rotura de agregados y arranque de particulas,
insuficiente para saturar el flujo. Meyer y Wischmeier (1969) propusieron
una ecuacion como

@:—KG(Q—G) (1.10)
ot

en la que K¢ [L™'] es una constante de erosion.

Kirkby (1971) expresa C, en funciéon de factores morfologicos proponiendo dos

expresiones sencillas

c, :f(a)(—g—ij (.11
C, :max{f(a)(—%—tanajnﬁ} (1.12)
x

donde f(a) una funcidon que depende de la superficie desaguada por unidad de
longitud de curva de nivel a [L], » es un exponente igual o mayor que cero y « un
valor umbral del angulo de la pendiente (6).

La forma mas simple de C; es
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C, ocsin(@)octan(@)oc(—%j (1.13)

0z ) . . , .
con §= e la pendiente de la ladera. Sin embargo, es mas comun una férmula
X

del tipo

C ocx"S" (1.14)
en la que m es otro exponente.

La tabla 1.1 (Moore y Wilson, 1992) muestra los valores de los exponentes m y

n para diferentes casos

Tabla 1.1. Valores de los exponentes m y n de la expresion de la
capacidad de transporte

Proceso m n
Solifluxién 0 12,5
Salpicadura de suelo 0 1,08
Arrastre de finos 1,3-1,7 0,44
Rios 2-3 0,29
fEcuac“’“ USLE 03-0,5 Término en 52 S, S°
actor topografico
Ecuacion RUSLE L aS+b
1+&
Moore y Burch
(1986) 0,4 1,3

Para la ecuacion universal de pérdida de suelo o USLE, el exponente n tiene el

valor

. 0.0435* +0,35 +0,43

1.15
6,613 (1.15)

En el caso de la version revisada de la anterior, RUSLE (Renard et al., 1997),
se calcula en funcion de d mediante

sin @

1.16
0,0896(3sin°’8 9+0,56) (1.16)

¢ =

mientras que aS+b se corresponde con la expresion

10,8 sin@+0,03 S <0,09
aS+b= , (1.17)
16,8 sin@—0,50 S > 0,09
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1.2.- Evidencias de transporte no lineal segun Roering et al. (1999)
Segun Culling (1960, 1963) el flujo de material en una ladera, q, [L*T™'], es
proporcional a la pendiente

q,=D,Vz (1.18)

lin
con Dy, [L2T'1] como la constante de difusion lineal y z la elevacion. La

conservacion de la masa de sedimento da lugar a la ecuacion (1.19) analoga a (1.7).

oz
—psg—prCo =p,V-q, (1.19)

siendo py y pr [ML™] las densidades aparentes de suelo y roca, respectivamente,

y Cy la intensidad de levantamiento de la corteza [LT']. Si C; y la intensidad de

. . dep e e, . Oz .
erosion se equiparan, se alcanza el equilibrio dindmico o =0, obteniéndose
t

AR (1.20)
plein

indicando (1.20) que las laderas en equilibrio erosionadas por difusion lineal
deben tener una curvatura constante.

Sin embargo, lo anterior no describe un proceso de erosion lineal como
formulaba Culling (1960, 1963) ya que para este autor la variacion temporal de la
elevacion no era nula.

La ecuacion de transporte que proponen Roering ef al. (1999) para el caso del
transporte difusivo no lineal, se basa en el flujo de sedimentos q;

q, :%up (1.21)

donde ¥ [L*] es el volumen de sedimento movil y A [L*] es la superficie y u, es
la velocidad del movimiento de sedimentos. La potencia consumida, P [ML*T™],
arrancando y movilizando el material es

P=Fu, (1.22)

con F [MLT™] la fuerza resistente. (1.21) queda expresada como cociente entre
la potencia por unidad de superficie y la fuerza por unidad de volumen.

P/ 4

=— 1.23
FlV (1.23)

q;

El flujo neto de sedimentos es la diferencia entre los procesos ascendentes y

descendentes:

10
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-1 -1
T I Vo 2 W 2 W
‘ F/V abajo F/V arriba A V abajo V arriba

Si el transporte se produce hacia abajo, la fuerza disipativa es la diferencia entre

los efectos de friccion y gravedad,

L 129
V abajo V friccion V gravedad

mientras que hacia arriba es la suma de ambos,

L 129
V arriba V friccion V gravedad

La fuerza de friccion por unidad de volumen se define como ( gp, cos 6?) I, con

L como el coeficiente de friccion. La fuerza de la gravedad por unidad de volumen es

(gp,sin 0). Asi

(Ej = p,g(pcosf—sind)
abajo

(1.27)
(Ej = p,g(pcosf+sind)
V arriba ‘
por lo que, proyectando sobre el plano horizontal se tiene:
P P 2 \%
g =L cosé B cosé P z _ (1.28)
A| pg(pcos@—send) p g(ucos@+send) | Au’p.g 1_(V% j
si se denomina D, [L*T'] a
D, £ 22 (1.29)
Aupg
siendo S, = £ un gradiente critico, se obtiene
_Dvz DS (1.30)

q, = =
1-(Vz/S.)" 1-(8/S.)
Si se compara (1.30) con (1.18) se puede deducir que la constante D, es igual

que Dyy,. La figura 1.4 muestra la relacion entre g y el cociente S/S. para los dos

modelos.

11
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_ X !
modelo lineal !
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Fig. 1.4. Relacion entre la densidad de flujo de particulas solidas y el cociente de pendientes en
modelos lineales y no lineales (Roering ef al., 1999).

La coincidencia de las curvas para valores de S/S. pequefios se debe a que (1.30)

en esos casos se puede aproximar de la forma

4, =D,S.[ S/S.+(S[S.) +...|= D,‘SCSiz DS (1.31)
y combinando (1.30) con la ecuacioén de continuidad (1.19) se deduce
ST Jp - SRR (1.32)
ps psDr 1_(VZ/S¢)

estableciendo asi la ecuacion no lineal del transporte de sedimentos.

Para analizar su comportamiento se puede considerar el caso bidimensional para

el que
Gy _d | dfdr (133)
pD, dx 1—(dz/dec_l)
Derivando se llega a una expresion de la curvatura, 4., con S = dz/dx.
P 2
1+(8/S.) d’z iz A [1—(5/56) }
4. = T e 1+(S/S )2 (139
[1-(s/5.)’ | :
Integrando una vez
—Ax+B= dz/ dx (1.35)

1—(dz/dx-S.')

si se anula B, se deduce una ecuacion de segundo grado para el gradiente

12



d_
dx

R

LA ECUACION DE EROSION

12

2

2
S, — i
A.x 24.x

Si se integra de nuevo, se obtiene la elevacion

z=A4,

-

2
S dx + I 1+ S
Ax Ax

12

dx

usando la ecuacion 2.275.3 de Gradstheyn y Rhyzik (1994),

iz

o

se deduce una solucion

2
da =+1+a’ +%ln£

Vi+a® +1

[1+(24,x/S, )2}1/2 -1

L2
I
—Eln AT
[1+(24x/S.)' | +1

12

[1+(24,x/S, )ZT/Z -1

1
o 242°/S,

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

. L, . 0
Para x — 0 se produce una indeterminacion en el argumento del logaritmo, o’ lo

que se supera usando la regla de L "Hopital,

lim

x—0

de donde

Z(x:O) = AO -

[1 +(24.x/S, )ZT/Z -1

AC

24,x°/S,

con lo que se deduce la constante 4.

%_
S

C

SC

1+1n 4,
2AC SC

Como contrapunto de este modelo, proponen su modelo lineal

_pr_CO:_ACZVZZ

Ps

D,

lin

La curvatura para el caso unidimensional es

(1.40)

(1.41)

(1.42)

13
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integrando se obtiene el gradiente

2
_4=dj
dx
-Ax+B= @
dx

y tomando B = 0 e integrando de nuevo da como resultado la elevacion

4,
——x"+4,=z
SRR

(1.43)

(1.44)

(1.45)

Con las ecuaciones anteriores se pueden expresar las relaciones entre las tres

magnitudes y la distancia horizontal x (figura 1.5).

elevacion, m
]
o
|

gradiente, dz/dx
1
\

Modelo de Roering et al. (1999)
—— —— no lineal
lineal

S

o

¥
|

-0.04— .

curvatura, d?z/dx?, m™
1
\

-0.06 T I T

I
20

30

distancia horizontal, m

40

50

Fig. 1.5. Relacion entre la elevacion, gradiente y curvatura con la distancia horizontal x en el

modelo de Roering et al. (1999).

Cabe destacar también la relacion entre la curvatura y el cociente de pendientes

S/S. (figura 1.6) que es la que discrimina el modelo a usar.

14
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[

Fig. 1.6. Relacion entre la curvatura y el cociente de pendientes S/S, (Roering et al., 1999).

La ecuacion asi planteada se puede resolver para el régimen transitorio a partir

de (1.3), despreciando la variacion %(hc) y la dispersion ai(hgp %) y tomando
X X

u=u,, resulta

Oz

Z—_KV- 1.46
o q, (1.46)

que es la version mas sencilla de la ecuacion de continuidad. Para el caso

- . . Oz .
unidimensional lineal con ¢, =K S =—-K, — se tiene

ox
0z 0’z
—=K,— 1.47
o tax (147)
mientras que para el unidimensional no lineal de Roering et al. (1999) con
KS
4= o
1-(5/5.)

oz _ o 1H(S/S) : (1.48)

o]
En este punto es conveniente cuestionar la robustez del método de
discriminaciéon numérica de modelos lineales y no lineales de Roering et al. (1999).
Para el caso lineal se considera el perfil inicial de una ladera de pendiente uniforme,

con posicion fija en el extremo inferior, cuya solucion es:

15
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8§ & 1 n+l Y 27 +1
z:—ZZ—zexp— 5 7| t|cos

ﬁxj (1.49)

En la situacion de flujo libre aguas abajo de la ladera de longitud L [L], con las

condiciones de contorno en los extremos superior (1.50) e inferior (1.51),

@=0 x=0 ¢>0 (1.50)
Ox
z=z, x=L >0 (1.51)

siendo zy la menor elevacion, se tiene segin Carslaw y Jaeger (1959, §3.3.14)

00
-2 2
zy =2) a, exp (—an ty )cos (,xy)
n=0

0z z
N _ -1 2
—=-2%aq, exp(—a”tN)sen(aan) (1.52)
aX’.N n=0
0’z < 2
= —22 exp (—an ty ) cos (aan )
ax}v n=0
2n+1 .
con o, = . Sity = 0,05, el resultado es el expuesto en la figura 1.7.
0.8 .
| Modelo lineal:
perfil inicial recto
0.6— flujo libre aguas abajo
S
o
T 0.4
o _
[5)
0.2
O T | T | T | T | T |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
distancia horizontal normalizada
0_
g1
=]
T
S
3
() -2 —
3 L B E A B
0 -0.2 0.4 -0.6 -0.8 -1
gradiente

Fig. 1.7. Curvas de elevacion — distancia horizontal y curvatura — gradiente obtenidas para un
perfil inicial recto en el caso del flujo libre aguas abajo en una ladera con erosion lineal.

16
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Para un flujo nulo al final de la ladera, la condicion de contorno en el extremo
inferior es

%zo x=L >0 (1.53)
ox

y la solucion de Carslaw y Jaeger (1959, §3.9.12)

1 0
=g +4> 3,7 exp (—ﬂnth ) cos(f,xy)
n=0

ZZ—N: —42@;1 exp(—,B,ftN)sen(ﬂan) (1.54)
xN n=0

82 0

KZ]{V = —4; exp (—ﬂer ) cos(f,xy)

con = (Zn + 1)7[ , mostrandose en la siguiente figura el caso en que ¢y = 0,05.

Modelo lineal:
perfil inicial recto
flujo nulo aguas abajo

elevacion
o
[6)]
|

0.2 L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
distancia horizontal normalizada

curvatura
o
|

-3 ' I ' I ' I ' |
0 -0.2 0.4 -0.6 0.8
gradiente

Fig. 1.8. Curvas de elevacion — distancia horizontal y curvatura — gradiente obtenidas para un
perfil inicial recto en el caso del flujo nulo aguas abajo en una ladera con erosion lineal.

Si se analizan los datos de la figura 2 de Roering et al. (1999) que dichos autores
usan para demostrar la validez de su modelo no lineal, se puede comprobar que

aquéllos se ajustan bien a su caso lineal (figura 1.9) por lo que la robustez de su
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modelo es escasa y, por consiguiente, las evidencias de que la erosion es un

fendmeno no lineal no estan claras.

elevacion normalizada

1 calculado con el modelo lineal
& datos de Roering et al., 1999

0 T T T T T T T T T |
0 0.2 04 0.6 0.8 1
distancia horizontal normalizada

Fig. 1.9. Ajuste de la solucion lineal a los datos de Roering et al. (1999).

Si se aplica el modelo lineal con flujo libre aguas abajo, los datos de

Roering et al. (1999) para el caso no lineal también se ajustan (figura 1.10).

0.8

0.6

0.4—

elevacion normalizada

| Modelo lineal con flujo

libre aguas abajo:

02— L=36.52 m, H=25.94 m

tN=0.03739

B ® observado

calculado

0 T | T | T | T | T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

distancia horizontal normalizada

Fig. 1.10. Ajuste de la solucion del modelo lineal con flujo libre aguas abajo a los datos de
Roering et al. (1999).
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1.3.- Otras expresiones de la ecuacion de erosion
La ecuacion de conservacion de masa ha sido escrita por varios autores de
modelos a principios de la década de los afios ochenta del siglo pasado (Croley,1982;
Singh y Regl, 1983; Rose, 1983, 1985) como
a%(qci)Jr%(hci):ali+ael.—dpi (1.55)
donde el subindice i hace referencia a la fraccion o grupo de particulas de
tamafio similar, y los sumandos del segundo miembro de la igualdad se corresponden
con la intensidad de arranque de particulas por lluvia y por escorrentia, los dos
primeros, y el ultimo al deposito. Las expresiones de estos términos son las

siguientes.
al, = a,r" (1.56)

con el exponente f; igual a 1 para Singh y Regl y 2 para Rose. El coeficiente ¢;

para Rose es el producto de la susceptibilidad del suelo y la fraccién de superficie

expuesta.
a,h” (Singh y Regl, 1983)
ae, =1 pgSK r, (1 4 "——ﬂ) c (Rose, 1983)  (1.57)
r,oorX
C , .
o—(yhS,-1,,) (Govindaraju y Kavvas, 1991)

Siendo, en la expresion de Singh y Regl, f#; un exponente y «; un coeficiente
similar a la relacion caudal — calado. Esta ecuacion fue usada por Laguna y Giraldez
(1993) para explicar la erosion en una parcela bajo lluvia simulada. La expresion de
Rose es complicada y tiene algunas hipdtesis restrictivas. En ella K, es un factor que
depende de la eficiencia en el transporte de sedimentos, 7. la intensidad de
escorrentia por unidad de superficie, vy; la velocidad de sedimentacion del grupo de
particulas i y c, la fraccion de suelo desnuda. Por ultimo, en la expresion de
Govindaraju y Kavvas, 7., es el esfuerzo cortante critico, C, un coeficiente que
determina la erodibilidad del suelo, o una constante que depende del tipo de suelo, p;

la densidad de los sedimentos, yla densidad del agua y p un exponente.
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Finalmente,

dp; = v (1.58)

Julien (1994, §10.2) usa una ecuacion de adveccion — difusion (1.59) para

estudiar el flujo de sedimento suspendido en una corriente.

R 2
%w?:&l)% (1.59)
X X

Representando los términos de izquierda a derecha, respectivamente: el cambio
de masa, la adveccion, la generacion o pérdida y la difusion y mezcla.
Para determinar el flujo de sedimentos Culling (1983) propuso también otra

ecuacion de este tipo:

2
aW:DaVZJrcaW (1.60)
ot Oox ox

que se basa en su trabajo de 1965, en el que se parte de una ecuacion similar a la
(1.59) teniendo en cuenta diversas consideraciones sobre el flujo estocéstico, siendo
los términos del segundo miembro, de izquierda a derecha, la difusion y el efecto de
una fuerza externa. Tras algn tiempo, en el que se produce la compactacion (e.g. Or
y Ghezzehei, 2002) se puede convertir la concentraciéon de particulas del suelo a

espesor (Culling, 1965, pp. 236-238).

1.4.- Conclusiones

La complejidad del fenomeno de la erosion dificulta la simplificacion de su
expresion como modelo lineal. Sin embargo, la heterogeneidad espacial y temporal
puede permitir tal modelo. Aunque algunos autores sugieren que los modelos lineales
carecen de validez en los estudios de evolucion del relieve, los argumentos
propuestos no son siempre aceptables como es el caso de los de

Roering et al. (1999).
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Ao, superficie.

Ap, B constantes.

A ooeeiieeeaaiiaiiins curvatura.

ACj e intensidad de arranque de particulas por escorrentia.

Ali oo, intensidad de arranque de particulas por lluvia.

Coveeeeeeeeeeeeee concentracion de sedimento; coeficiente de deslizamiento en la
expresion de Culling (1983).

(6 YT intensidad de levantamiento de la roca.

Croeneeeeee capacidad de transporte en el modelo de Kirkby (1971);
erodibilidad del suelo en Govindaraju y Kavvas (1991).

D constante de difusion.

Diin oo, constante de difusion lineal.

Ay dg e desgaste mecanico y quimico, respectivamente.

o100 weeeeeeeveeennnn desgaste del lecho de roca por meteorizacion.

ADi oo, intensidad de depdsito de particulas.

Dy, constante de difusion no lineal.

Foi fuerza resistente.

() PO superficie desaguada por unidad de longitud de curva de nivel.

So Ly componentes x e y del caudal s6lido.

<SR aceleracion de la gravedad.

G caudal solido.

P, calado.

Faveereeeeeeieeneeeens designacion genérica de grupos de particulas de tamafio similar.

Ko constante del modelo unidimensional no lineal de Roering et al.
(1999).

Ky, Koo constantes del modelo unidimensional lineal de Roering et al.
(1999).

KGaioooiieeiean, constante de erosion en Kirkby (1971).

) TR eficiencia en el transporte de sedimentos en Rose (1983).



LA ECUACION DE EROSION

My M exponentes de la expresion de la capacidad de transporte.
Doeveenrreenreeenneens exponente en Govindaraju y Kavvas (1991).
P potencia empleada en la movilizacion de material sélido.
o weveenreeeninannns exceso de lluvia.

1 PR flujo de material sélido en una ladera.

P ot intensidad de lluvia.

Pty eeeeeeeeeeeeeennns radio de curvatura de una ladera.

Foenerremnireennuananns intensidad escorrentia Rose (1983).

RUSLE............ ecuacion universal de la pérdida de suelo revisada.
S, pendiente de ladera.

S pendiente.

R/ ST pendientes del lecho y de friccion, respectivamente.

S e gradiente critico.

oaveeeeeeeeee e tiempo.

Uneeaeireeeesneenenn velocidad de flujo.

Up oo velocidad de las particulas solidas.

USLE............... ecuacion universal de la pérdida de suelo.

|7 S volumen de sedimento mévil por unidad de superficie.
Vi evernveenneesnennnes velocidad de sedimentacion del grupo de particulas i.
Wi concentracion de sedimentos en la expresion de Culling (1983).
Xtteereeereenee e distancia en la direccion del flujo.

Z et elevacion sobre el lecho.

O aeeeieeeieeanns parametro de la solucion de Carslaw y Jaeger (1959, §3.3.14)

para el caso del flujo libre aguas abajo en una ladera; valor
umbral del angulo de ladera en Kirkby (1971).

O e, factor que depende de la susceptibilidad del suelo y la fraccion
de superficie expuesta Rose (1983).

2% SOOI coeficiente similar a la relacion caudal — calado en Singh y Regl
(1983).

7 S parametro de la solucion de Carslaw y Jaeger (1959, §3.9.12)
para el caso del flujo nulo al final de una ladera.

Bl coeficiente de los modelos de Singh y Regl (1983) y Rose
(1983).

Lo exponente en Singh y Regl (1983).

Epevenrerreneenennenne coeficiente de dispersion del material solido.

Vereenreeenneeenneens densidad del agua en Govindaraju y Kavvas (1991).

) 7SR coeficiente de friccion.

O, angulo que forma la ladera con la horizontal.

Pss Preeveeereeninenns densidades aparentes de suelo y roca, respectivamente.

O eeeeeeeeeeeieeenns constante que depende del tipo de suelo en Govindaraju y
Kavvas (1991).

Eoreeeeeees espesor de suelo.

Tereeeeneveeenveennnnes esfuerzo cortante critico en Govindaraju y Kavvas (1991).
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TERON: Una Solucion Numérica a la Ecuacion de la
Erosion Mecanica del Suelo

La primera aproximacion cronoldgica de esta tesis al fenomeno de la erosion
comenzo con el modelo TERON, desarrollado dentro del proyecto de investigacion
TERON (FAIR3-CT96-1478) cuya meta ultima era caracterizar la erosion del suelo
provocada por la labranza. La erosion mecanica es la parte mas desarrollada en este
modelo, aunque también se contempla la erosion hidrica. La idea que se persigue es
determinar a medio plazo, la redistribucion de suelo en una superficie como
consecuencia de la practica agricola. En este modelo, la erosion mecanica es
esencialmente un proceso descrito por una ecuacion de difusion lineal (Govers et al.,
1994), a la que se llegd tras observaciones experimentales (Lindstrom et al., 1992;
Govers et al., 1994; de Alba, 1998) que relacionan el desplazamiento de suelo que
provoca cada apero con la pendiente, aunque posteriormente se han modificado estas
expresiones incluyendo términos no lineales (Lobb y Kachanoski, 1999 a y1999 b).

Para simular situaciones mas realistas es conveniente considerar el efecto
combinado de la erosion mecanica y la hidrica. Para esta ultima se usa un sencillo
modelo (Govers et al., 1993) que determina la erosion en, y entre, regueros como
funciéon de la pendiente, considerando la cobertura y altura del cultivo en un
momento determinado lo que permite simular con diferentes especies vegetales.

Completando la aproximacion a la realidad que se quiere hacer con el modelo
TERON, se analiza la influencia de obstaculos, como son los arboles o los postes, en
el patron de redistribucion de suelo provocado por la erosion. Aunque en capitulos
posteriores se expondran modelos especificamente ideados para tal fin, en éste se
explora la capacidad que tiene TERON, de cardcter mas general, para describir tal

fenbmeno.
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2.1.- El modelo TERON

Se ha desarrollado una herramienta de analisis, fruto de la combinacion de
modelos de desplazamiento de suelo por los aperos de labranza y un sistema de
informacion geografica como IDRISI, que permite estudiar los efectos de la erosion
mecanica de forma individual o en conjunciéon con la erosion hidrica. Dicha
herramienta, denominada TERON, ha sido codificada en el lenguaje de
programacion Borland DELPHI 4.0 y es capaz de simular las acumulaciones y
pérdidas de suelo en funcion del espacio y del tiempo. Se parte de un modelo digital
de elevaciones (MDE) de la zona, un mapa de las parcelas en que se subdivide ésta,
el conjunto de labores a realizar en cada cultivo y, por tltimo, la duracion del periodo
de simulaciéon. Como salida, ofrece dos MDE; el primero de ellos contiene las
acumulaciones y descalces de suelo provocadas por la erosion, y el segundo la
evolucion del relieve.

El programa esta estructurado en cinco modulos, de los cuales, la ventana
principal, es la que hace de nexo entre los demas como se puede apreciar en la

figura 2.1:

alcul
Calculo MDE
Erosion
Hidrica ¢ f
> Ventana —®| Datos Erosién
i T < Principal < Hidrica
Erosion f ¢
Mecénica L
Caracteristicas
Parcelas - Datos
Labores

Fig. 2.1 Estructura del programa TERON.

A todos los modulos se puede acceder desde la ventana principal (figura 2.2),
que es la que se utiliza como presentacion de la herramienta, permaneciendo visible

durante la ejecucion de los calculos, informando de su evolucion.
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[E [T O

TERON PROJECT

Teron Program

Dpto. de Agronomia
Universidad de Cardoba
Eszpafia 2000

Flanning | Water Erogion |

CALCULATE | EXIT |

Fig. 2.2. Ventana principal del programa TERON.

A continuacién se describen cada uno de los médulos en el mismo orden que son

requeridos en la ejecucion del programa.

2.1.1.- Médulo MDE (Modelo Digital de Elevaciones)

Data entry

¥ Idrisi environment
rDatainput—————————

| DEM I Colurning I
R I

[PARCEL [ DWS,
Resolution I

rDatzoutput——————
" Orly tilage erosion
ot _ _
" Tillage + water erosion
|:Years far simulatinj

Fig. 2.3. Médulo MDE del programa TERON

File information——————

Cancel

En este modulo, cuya interfaz se muestra en la figura 2.3, se recogen como datos
de entrada dos ficheros que son iméagenes IDRISI en formato ASCII,
correspondientes al MDE de la zona de estudio, con datos de tipo real, y a su mapa
de parcelas, en el que a cada una de ellas se le asignara como identificador un
numero entero distinto de cero. Ambas imagenes son matrices de la elevacion, o el

numero de parcela, segliin el caso. Se adopta un valor de resolucion dptima del MDE
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de 0,625 m para este tipo de calculos (Santiago, 1999). El programa puede buscar los

ficheros antes referidos en el directorio de trabajo de IDRISI, facilitando la seleccion

de los mismos. Una vez que éstos han sido introducidos, se muestra el nimero de

filas, columnas y la resolucion de las imagenes. En este modulo se puede elegir la

erosion mecanica de forma aislada, o conjuntamente con la hidrica y la hidrica.

2.1.2.- Modulo Caracteristicas de las parcelas - Datos de las labores

[ Tillage

Parcels map

et Parcel

Crop data

I [=] E3

Parcel planning

4

12 13 14 {5 16 |7 18 |9 [10]1112)13]14]15]15]17]18
I 111 M1 I 1 1811111

A

I I 105 Ok

tediurm (k]

Intenzive [I]|

Soft [3) | No tiIIage[D]l

Tillage feature:
¥ Intenzive

¥ Medium

IDa_l,l v“Month vl
ITPDE v“Dinac:tion 'I
Depth [m] I

IDay v“Month vl
IDirection vl Depth [m]l

IDa}I v”Month vl
IDirection vl Depth [I‘n]l_

IDayleonth j
IDirection - | Depth [m]I_

IDayleonth j
IDirection v| Depth [m]l_

IDaP v"Month vl
IDirection vl Depth [m]l

Tillage tools imagesl

Intensive lillage:
Mouldboard

+ Dizk. harrow
+ Figld cultivator

Medium tillage:
Dizk harrow

+ Field cultivator

Soft tillage:
Chizel

[~ DoNOT use exponential function with water erosion

Sail bulk density (kg/m3] |135U
[~ Do NOT use exponential function with bulk density

[~ Parcel barder levelled

ey [0 | My [ | semea |[i

Febuay [ une [ | ocss [
e [Ty ([ Nowmbe [

ISuanower j

ey (03 | Ww i3 | e (o
Febuy (7| dwe [z | oobe i
e (7 | b 7| ek (i
sl ([T | Ame | Desenba |7

Fig. 2.4. Caracteristicas de las parcelas - Datos de las labores.

La figura 2.4 muestra la ventana correspondiente al médulo que se usa para

introducir las distintas operaciones de laboreo y las caracteristicas del cultivo de cada

parcela.
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El proceso comienza por la parcela de mayor elevacion y finaliza por la de

a) Operaciones de laboreo

Se conoce como tal a agrupaciones de las labores agricolas que causan
un grado de alteracion similar en el suelo. Se distinguen tres tipos:
e Laboreo pesado, consistente en pases de arado de vertedera, grada de
discos y cultivador.
e Laboreo medio constituido por pases de grada de discos y cultivador.
e Laboreo ligero en el que solo se pasa el arado cincel o chisel.

Aunque cada afno so6lo se da una operacion de laboreo, se pueden
aplicar diferentes tipos en sucesivos afos. Esta planificacion es
independiente para cada parcela y se determina en la parte de la interfaz
denominada Parcel planning®. Para cada afo de simulacion se selecciona
cada tipo de tratamiento seglin su inicial: Pesado (I), Medio (M), Ligero
(S) y Sin Labores(O).

Para cada una de las labores se requiere la fecha de realizacion (mes y
dia), la direccion de laboreo, con cuatro opciones (E-O, N-S, NO-SE y
NE-SO) y la profundidad de trabajo del apero. En el caso de la vertedera,
se simula una de tipo fijo, teniendo que especificar la direccion de vertido
del suelo con respecto al sentido de avance, es decir a la derecha o a la
izquierda.

También hay que incluir la densidad aparente del suelo, p, [ML™], que
por defecto asume un valor de 1350 kg/m’. Como un pase de labor

modifica la densidad aparente del suelo, ésta evoluciona segun la ecuacion
(2.1)

P, =(l+0,5Exp(-ct))ps (2.1)

Donde ¢ es el tiempo [T] transcurrido desde el pase de labor y ¢ [T™]

es un coeficiente especifico para cada apero recogido en la tabla 2.1

* Se mantienen algunos nombres en inglés de la version inicial desarrollada en el proyecto TERON

(FAIR3-CT96-1478).
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Tabla 2.1. Valores del factor ¢ (dias™) segin el tipo de apero

Cultivador Arado cincel | Grada de discos Vertedera
c 0,16 0,64 0,32 0,08

Finalmente se incluye la opcion de nivelacion en los limites de la
parcela, consistente en redistribuir las acumulaciones de suelo, fruto de
labrar en una determinada direccion, entre los ocho pixeles mas cercanos

al borde. Esta alternativa estd desactivada por defecto.

b) Caracteristicas del cultivo

Se incluyen aqui los valores medios mensuales de cobertura
superficial (%) y de altura (m). De forma predeterminada se pueden
seleccionar los siguientes cultivos: trigo, cebada, girasol, maiz y algodon,

pudiéndose introducir otros cultivos.

2.1.3.- Modulo Datos de la erosion hidrica

En esta interfaz, representada en la figura 2.5, se requieren los datos
correspondientes a los valores medios mensuales de la erosividad de la lluvia R
[MLT™] (e.g. Renard et al., 1997) en MImm/ha/h.

[ Water erosion =]

—Month———— ~Rainfall Erosivity(MJmm/hash];
January IT
February 250
tarch i
Apiil 50
tay |25—
June I‘IE—
July |‘|5—
August |2IJ—
September 145

October 800
November I?S—
December |25—

Farcel Throughflow

i ater ID_
Sediment ID_

Fig. 2.5. Datos de erosion hidrica.
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Ademas, se pueden tratar las parcelas aisladamente o no, introduciendo en este
ultimo caso un porcentaje que limita las cantidades de agua y de sedimentos que

pueden pasar de una parcela a otra.

2.1.4.- Médulo Cdlculo

Este modulo carece de interfaz por lo que durante su ejecucién se muestra la
ventana principal. Existen dos grandes bloques de calculo correspondientes a la
erosion mecdanica y a la erosion hidrica, relacionados entre si, pues cada vez que se
ejecuta uno de ellos se produce un nuevo MDE que sirve de dato de partida al
siguiente. En concreto, cada vez que se simula un pase de labor se calcula un
episodio de erosion hidrica, transcurriendo como maximo un periodo de quince dias,

en ausencia de labor, hasta que se simula de nuevo este tipo de erosion.
Hay dos tipos principales de erosion:

a) Erosion mecénica

En trabajos como los de Govers et al. (1994), van Oost et al. (2000),
van Muysen y Govers (2002), el proceso de redistribucion de suelo por
labores agricolas puede ser descrito por una ecuaciéon de difusion de la

forma:

oz 0’z
—=K, — 2.2
Py o af 5.2 (2.2)
Donde z es la elevacion [L], x es la distancia a lo largo de la pendiente

[L] y Kur es la constante de difusion [ML' T']. Es precisamente la

constante de difusion la que permite caracterizar la intensidad del proceso.

Se acepta que el desplazamiento de suelo por un apero es funcion lineal
de la pendiente, como ha sido obtenido por diferentes autores. De forma
genérica:

Ax= A+ BS (2.3)

Con 4 [L] y B [L] como coeficientes y S la pendiente.

En los casos del cultivador, arado cincel y grada de discos, s6lo existe
un desplazamiento del suelo (DL) en el sentido de avance que depende de la

pendiente (SL) en la misma direccion, mientras que en la vertedera ese

31



TERON: UNA SOLUCION NUMERICA A LA ECUACION DE LA EROSION MECANICA DEL SUELO

32

desplazamiento (DL) depende ademads de la pendiente (S7) perpendicular a
la direccion del movimiento. Ademas, en este ultimo apero, hay también un
desplazamiento lateral (D7) de suelo que depende exclusivamente de la

pendiente (S7).

En la tabla 2.2 se muestran algunas expresiones, obtenidas
experimentalmente por diversos autores, para calcular los desplazamientos
netos de suelo, considerando dos pasadas del apero en la misma direccidon

pero en sentido contrario.

Tabla 2.2. Expresiones de desplazamiento neto de suelo en funcidn de las pendientes

SLy ST
] DL=0,3 SL
Cultivador (Mech y Free, 1942)
] DL= 0,55 SL
Arado cincel (Govers et al., 1994)
DIL=10,92 SL

Grada de discos (Mech y Free, 1942)

DL=1,24 SL -0,8 ST
Vertedera DT=1S8T
(de Alba, 1998)

En el caso del cultivador, arado cincel y grada de discos, SL debe ser
positiva de acuerdo con las expresiones anteriores, ya que siempre se
produce un desplazamiento neto a favor de la pendiente. Lo mismo ocurre
para la vertedera con ST de la que depende el desplazamiento lateral del
suelo. Sin embargo, para el desplazamiento DL provocado por el mismo

apero, ST puede ser positiva o negativa, segiin corresponda.

Para el cultivador y la grada de discos las expresiones se obtuvieron de
forma indirecta a partir de datos de Mech y Free (1942), citados por Govers
et al. (1994) y de Alba (1998), entre otros. La relacion entre los pardmetros
de ajuste de la expresiones anteriores y la constante de difusion viene dada

por Govers et al. (1994):
Kdgf =Zi Py B (2.4)

Siendo z, [L] la profundidad de la labor.
Conviene matizar en el caso de la vertedera que si bien el modelo
difusivo puede usarse en el caso del desplazamiento de suelo perpendicular

a la labor (DT), pues es funcion de la pendiente lateral (S7), no asi con el
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desplazamiento en la direccion del laboreo, al depender éste de SL y ST (de

Alba, 1998, 2001).

La tabla 2.3 recoge algunas profundidades de labor con las respectivas

Kd,'f .

Tabla 2.3. Valores tipicos de la constante de difusion K. Govers et al. (1994)

Apero Profundidad laboreo Kair .
Zlab (m) (kg m )
Cultivador 0,1 40,5
Arado cincel 0,15 111,375
Grada de discos 0,1 124,2
Vertedera* 0,25 168,75%*

* En la direccion perpendicular al avance del apero.

Con las expresiones de los desplazamientos de suelo, el programa
realizara un recorrido del MDE, situando a cada celda en el centro de una
matriz movil de 3x3 y determinando las entradas y salidas de suelo. Un

esquema se muestra en la figura 2.6 para el caso de la vertedera.

Entrada de suelo a la celda central

ly2 1¢DT

DL

Direccion de la labor

DL

DTL 3

Fig. 2.6. Entrada y salida de suelo de la celda central para el caso de la vertedera (1, 2
y 3 indican la celda de la que proviene el suelo.
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Para el resto de aperos, en los que solo interviene SL, el esquema de
entradas y salidas es el mismo con la salvedad de que no existe D7. En
cualquier caso, la pendiente se calcula como la diferencia de cota entre la
celda central y la vecina que se encuentre en la direccion de laboreo

considerada dividida por la resolucién del MDE.

La masa de suelo movilizado en una celda cualquiera es funcion de la
profundidad de trabajo z,, (m), el desplazamiento de suelo dj,, (m), la

resolucion del MDE res (m) y la densidad aparente p, en (kg/m’) segun

(2.5):

Suelo movilizado(kg) =z, - p,-d,, -res (2.5)

Esta masa de suelo constituird una pérdida si sale de la celda o una

ganancia, si es recibida por la misma.

Para cada apero se recorre el MDE dos veces en la direccion
seleccionada, pero en sentido contrario. En cada una de ellas solo se tienen
en cuenta los desplazamientos positivos. Los negativos, que implican que el
desplazamiento se produce en sentido contrario al de andlisis, no se
calculan. Para la vertedera se aplica el mismo procedimiento en la direccion
de labor y en la direccion perpendicular a la anterior con el fin de tener en

cuenta el desplazamiento lateral del suelo.

El modelo considera que el desplazamiento de suelo alcanza como
maximo dos celdas en la direccion en la que se estd calculando. Este criterio
se adoptd porque los desplazamientos netos obtenidos por autores como
Govers et al. (1994), Lindstrom et al. (1992), y de Alba (1998) no
superaban el doble de la resolucion 6ptima del MDE (0,625 m), estimada
por Santiago (1999). Por tanto si el desplazamiento es mayor que la
resolucion del modelo, en la expresion (2.5) el valor de dj,;, serd igual a res
para la celda mas cercana, mientras que para la siguiente serd (dy,-res). Este
criterio se mantiene para todas las direcciones en las que se puede simular el

laboreo.
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Asi para cada celda (i,j) se tiene una acumulaciéon (4C) o una pérdida
(PER) de suelo como resultado de la diferencia entre las salidas y entradas a

la misma.

(AC/PER), , = {Z Entradas — Z Salidas} ‘ (2.6)

iJ
El modelo se ha disefiado para que la suma de las acumulaciones de
suelo coincida con la suma de las pérdidas de suelo en cada parcela. Por
consiguiente se considera solamente un proceso de redistribucion de suelo y

no de exportacion del mismo a parcelas vecinas:

D> AC-)Y PER=0 (2.7)

Erosion hidrica

Para calcular la erosion hidrica en y entre surcos se adopt6é el modelo
propuesto por Govers et al. (1993). Su expresion para la intensidad de

erosion en regueros E, [ML™] es:
E =pgS"4" (2.8)

donde p, es la densidad aparente del suelo, S es la pendiente, 4 el area
contribuyente aguas arriba, m y n exponentes con valores de 1,45 y 0,75
respectivamente y g, [L] es un coeficiente que en el modelo original de
Govers et al. (1993) tiene un valor de 66x10™ y que aqui se usa ponderado
por tres factores que tienen en cuenta el tiempo transcurrido desde que se ha
dado una labor (c en tabla 2.1), la erosividad media anual de la lluvia (7.), y

el porcentaje de cobertura del cultivo en funcion del tiempo ¢ (C(¢)).
g, =66-107[1+0,5exp(—ct)][1-C,(r)/40]r, (2.9)

Para calcular el valor del area contribuyente a cada celda se ha aplicado
el algoritmo de flujo en multiples direcciones de Quinn et al. (1991), en el

que la fraccion recibida por cada celda aguas abajo de la celda central de la
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matriz movil de 3x3 es proporcional a la distancia multiplicada por un factor

de ponderacion, que depende de la direccion.

Factor ponderacion Distancias
2%4 | 05 | 274 2%res | res | 2'res
0.5 0.5 res res i res
2%4 | 05 | 274 2%res | res | 2'res

Fig. 2.7. Factores de ponderacion y distancias usados en el algoritmo de
Quinn et al. (1991).

., 2
Para la erosion entre regueros E; [ML™] se usa

E, =p,g,S' (2.10)

en la que g; [L] es un coeficiente de expresion similar a g, y / es un
exponente con valor igual a 0,84. El valor original de g; se usa modificado
para considerar los mismos factores que en el caso de g, y ademas la altura

del cultivo en el tiempo ¢, A.(?), [L].

g, =0,0243-[1+0,5exp(—ct) ][1-0,01-C, (¢)exp(-0,34A,(¢)) ] (2.11)

La capacidad de transporte 7. [ML™'] para una celda determinada se
considera proporcional a la erosidon en regueros:

T =740E, (2.12)

La intensidad de erosion hidrica es calculada como suma de la erosion
en, y entre, regueros y nunca se permite que supere la capacidad de
transporte; si este caso se diera se tomaria como valor de erosion hidrica la
capacidad de transporte. El mdédulo de erosion hidrica se aplica cada 15 dias

a lo largo del afio.
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2.2.- Resultados

Se aplico el modelo a unas parcelas de la finca Los Libros, situada en el término
municipal de Cérdoba, con una superficie de 15 ha. Se trata de un suelo arcilloso
cultivado en un paisaje de suaves colinas onduladas con episodios de erosion muy
activos.

El MDE de la finca tiene 361 columnas por 418 filas, con una resolucién de 1 m.
Las caracteristicas del mismo aparecen en la figura 2.8 en la que se ha incluido un

mapa de pendientes.

N

Pendientes (%)

Fig. 2.8 MDE de la finca Los Libros: diagrama de bloque, planta y mapa de pendientes.

Las profundidades de labor para cada apero estan recogidas en la tabla 2.3. Los
pases de labor se dieron en direcciones cruzadas en el caso del laboreo pesado y

medio. Como ejemplo, si en el caso del laboreo pesado se decide dar el pase de
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vertedera en direccion N-S, la grada de discos se considerard en direccion E-O y el
posterior pase de cultivador se calculard en direccion N-S. En la tabla 2.4 se

muestran las diferentes posibilidades de cruce simuladas:

2.2.1.- Simulaciones considerando solo la erosion mecdnica

Para las simulaciones se considerdé un cultivo de trigo, un periodo de tiempo
igual a 25 afios y se tomo una Unica parcela que abarcaba toda la extension del MDE.
En el caso de la vertedera se simuld siempre que el suelo se desplazaba hacia la
derecha segun el sentido de avance. Los resultados obtenidos se exponen en dos
formas: la relacion entre la intensidad de acumulacion o pérdida con el porcentaje de
superficie afectada y su distribucidon espacial. En este apartado se consideraron los
tipos de laboreo del modelo (pesado, medio y ligero) en diferentes direcciones. Las
intensidades de acumulacion (7a) y erosion (7e) en Mg/ha/afio se calcularon para
cada elemento a partir de las expresiones (2.13) y (2.14), donde AC y PER son

acumulacion y pérdida de suelo en m.

Ta=AC-p,-10 (2.13)

Te=PER- p,-10 (2.14)

Distribucién intensidades Te y Ta (Mg/ha/aio) en laboreo

esado
16 P

14 -

121 BN-S/E-O/N-S
10 1 (92.55%)

OE-O/N-S/E-O
(92.04%)
6 i
4 i
2 i
0 ,
=)
\%
@
(o)

Fig. 2.9.a. Superficie afectada por una determinada intensidad de acumulacion (> 0) o erosion (< 0) en
el caso del laboreo pesado. La leyenda indica para cada direccion de laboreo, el porcentaje
de superficie, sobre el total de la parcela, en el que se tiene una Ta o Te entre los valores
extremos mostrados en el grafico.

% superficie
(o]

-5a<0

-45 a <-40
-35a<-30
-25a<-20
-15a<-10
15a<20
252a<30
35a <40
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Distribucién intensidades Te y Ta (Mg/ha/aio) en laboreo
pesado

BWNO-SE / NE-
SO /NO-SE
(92.91%)

ENE-SO / NO-
SE /NE-SO
(90.74%)

% superficie
o =~ N W d O O N 0 © O

\ITER

o 0 o 0 o Te) o Ye] o 0 o 1o
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Fig. 2.9.b. Superficie afectada por una determinada intensidad de acumulacién (> 0) o erosion (< 0) en
el caso del laboreo pesado. La leyenda indica para cada direccion de laboreo, el porcentaje
de superficie, sobre el total de la parcela, en el que se tiene una 7a o Te entre los valores
extremos mostrados en el grafico.

Distribucién intensidades Te y Ta (Mg/ha/afo) en laboreo medio
45
40
35 1 BmN-S/E-O
o 30 (97.56%)
S
E_ 251 OE-O/N-S
320 (99.43%)
X 45
10 4
5 |
0 i
0 o Vo] o Vo] o 0 o
i\ i\ v v v - - N
\% \% © © © \% \% \%
© © o 0 o © ®© ©
g 2 = © 2w

Fig. 2.10.a. Superficie afectada por una determinada intensidad de acumulacién (> 0) o erosion (< 0)
en el caso del laboreo medio. La leyenda indica para cada direccion de laboreo, el
porcentaje de superficie, sobre el total de la parcela, en el que se tiene una Ta o Te entre
los valores extremos mostrados en el grafico.
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Distribucién intensidades Te y Ta (Mg/ha/afio) en laboreo medio
25
20 +
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o SO (98.12%)
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Fig. 2.10.b. Superficie afectada por una determinada intensidad de acumulacion (> 0) o erosion (< 0)
en el caso del laboreo medio. La leyenda indica para cada direccion de laboreo, el
porcentaje de superficie, sobre el total de la parcela, en el que se tiene una Ta o Te entre
los valores extremos mostrados en el grafico.

Distribuciéon intensidades Te y Ta (Mg/ha/aio) en laboreo ligero

60

50

E-O (99.2%
40 WE-O (99.2%)

CIN-S (96.58%)

% superficie
w
o

-10a<-5
5a<0
0a<5

o
5a<10b

Fig. 2.11.a Superficie afectada por una determinada intensidad de acumulacion (> 0) o erosion (< 0)
en el caso del laboreo ligero. La leyenda indica para cada direccion de laboreo, el
porcentaje de superficie, sobre el total de la parcela, en el que se tiene una Ta o Te entre
los valores extremos mostrados en el grafico.

40



TERON: UNA SOLUCION NUMERICA A LA ECUACION DE LA EROSION MECANICA DEL SUELO

Distribucién intensidades Te y Ta (Mg/ha/aio) en laboreo ligero

30 BNO-SE
(98.06%)

ONE-SO
(96.34%)

% superficie
N
o

-10a<-5
-5a<0
0Oa<5b
5a<10
10a<15
15a<20

-20 a<-15
-15a<-10

Fig. 2.11.b. Superficie afectada por una determinada intensidad de acumulacion (> 0) o erosion (< 0)
en el caso del laboreo ligero. La leyenda indica para cada direccion de laboreo, el
porcentaje de superficie, sobre el total de la parcela, en el que se tiene una 7a o Te entre
los valores extremos mostrados en el grafico.

En todos los casos se observa que la mayor parte de la superficie cuenta con una
intensidad que oscila entre —10 y 10 Mg/ha/afno. Esto es mas notorio en el caso del
laboreo ligero y en el de tipo medio, presentando el pesado un porcentaje menor
producido por una mayor cantidad de valores que se encuentran fuera de los limites

antes senalados.

Las acumulaciones y pérdidas de suelo méaximas obtenidas para cada caso se

muestran en las tablas 2.4, 2.5 y 2.6.

Tabla 2.4. Acumulaciones y pérdidas maximas de suelo en 25 afios para laboreo pesado

Direccion de laboreo Acumulaciéon (m) Pérdida (m)
E-O/N-S/E-O 1,240 0,438
N-S/E-O/N-S 0,483 0,349

NO-SE / NE-SO / NO-SE 1,545 0,576
NE-SO / NO-SE / NE-SO 1,800 0,664
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Tabla 2.5. Acumulaciones y pérdidas maximas de suelo en 25 afios para laboreo medio

Direccion de laboreo Acumulacion (m) Pérdida (m)
E-O /N-S 0,121 0,063
N-S/E-O 0,152 0,154

NO-SE / NE-SO 0,216 0,596
NE-SO / NO-SE 0,815 0,263

Tabla 2.6. Acumulaciones y pérdidas maximas de suelo en 25 afios para laboreo ligero

Direccion de laboreo Acumulaciéon (m) Pérdida (m)
E-O 0,065 0,0258
N-S 0,0804 0,0983
NO-SE 0,187 0,6168
NE-SO 0,730 0,160

La distribucion espacial de las zonas de acumulacion y pérdida de suelo para
todos los tipos de laboreo y las direcciones consideradas, esta representada en las
figuras 2.12, 2.13 y 2.14. En ellas se aprecia una correspondencia entre el mapa de
pendientes y las zonas de acumulacion y rebajamiento, situdndose las primeras
(tonos claros) en aquellos lugares donde la pendiente es pequefia y aparece una
concavidad, mientras que las segundas (tonos oscuros) coinciden con fuertes
pendientes y convexidad. Los patrones de redistribucion de suelo debido a la accion
del laboreo pesado son siempre mucho més complejos que los correspondientes al
laboreo ligero y medio, ya que la actuacion de la vertedera implica un movimiento de
suelo que no sigue el sentido de avance del apero. Ademads, conforme el nimero de
aperos aumenta, se produce un incremento en la variabilidad de las intensidades de

acumulacion / rebajamiento calculadas.
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Fig. 2.12. Laboreo pesado. Distribucion de intensidades de sedimentacion (> 0) /erosion (< 0)
(Mg/ha/aiio) para diferentes direcciones de laboreo.
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Fig. 2.13. Laboreo medio. Distribucion de intensidades de sedimentacion (> 0) /erosion (< 0)
(Mg/ha/aio) para diferentes direcciones de laboreo.
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N-S/E-O/N-S

NO-SE / NE-SO / NO-SE NE-SO/ NO-SE / NE-SO

Fig. 2.14. Laboreo ligero. Distribucion de intensidades de sedimentacion (> 0) /erosion (< 0)
(Mg/ha/ano) para diferentes direcciones de laboreo.

2.2.2.- Simulacion de la accion conjunta de la erosion mecdnica y la hidrica

En este caso se simuld conjuntamente la erosidn mecanica con la hidrica. En
todas las direcciones de laboreo se obtuvieron resultados similares, por lo que sélo se
mostraran los resultados de las simulaciones E-O / N-S / E-O para el laboreo pesado,
E-O / N-S para el medio y E-O para el ligero. Asi en la figuras 2.15, 2.16 y 2.17 se
puede observar las fracciones de superficie afectada por una determinada intensidad
de erosion (Te) o de acumulacion (7a), para los casos de sélo laboreo y laboreo con
erosion hidrica. Se aprecia como se produce un aumento del porcentaje de superficie
afectada por erosion y una disminucion de las zonas donde se produce acumulacion.

Este efecto mas destacado en el laboreo medio y ligero.
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Distribucién intensidades Te y Ta (Mg/ha/afo). Laboreo pesado
en direccion E-O / N-S / E-O
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B Sin erosion
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8 | (92.55%)
6 O Con erosion
1 hidrica
4 - (91.58%)
2 i
0 i
o
A\
@
Q@

% superficie

5a<10
15a<20
a<30
35a<40

25

-15a<-10

-45 a <-40
-35 a <-30
25 a <20

Fig. 2.15. Comparacion de la distribucion de las intensidades de acumulacion (> 0) o erosion (< 0) en

el caso del laboreo pesado sin y con erosion hidrica. La leyenda indica el porcentaje de
superficie, sobre el total de la parcela, en el que se tiene una 7a o Te entre los valores
extremos mostrados en el grafico.

Distribucién intensidades Te y Ta (Mg/ha/afio). Laboreo medio
en direccién E-O / N-S

M Sin erosion
30 hidrica (99.43%)

20 - OCon erosién
hidrica (98.46%)

% superficie

-20 a<-15
-15a<-10
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Fig. 2.16. Comparacion de la distribucion de las intensidades de acumulacion (> 0) o erosion (< 0) en
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el caso del laboreo medio sin y con erosion hidrica. La leyenda indica el porcentaje de
superficie, sobre el total de la parcela, en el que se tiene una 7a o Te entre los valores
extremos mostrados en el grafico.
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Distribucion intensidades Te y Ta (Mg/ha/aiio). Laboreo ligero en
direccién E-O
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Fig. 2.17. Comparacion de la distribucion de las intensidades de acumulacion (> 0) o erosion (< 0) en
el caso del laboreo ligero sin y con erosion hidrica. La leyenda indica el porcentaje de
superficie, sobre el total de la parcela, en el que se tiene una 7a o Te entre los valores
extremos mostrados en el grafico.

Tabla 2.7. Comparacion de las acumulaciones y pérdidas méximas de suelo con y sin
erosion hidrica

Acumulacién (m) Pérdida (m)

Tipo de laboreo

Sin erosion | Con erosion | Sin erosion | Con erosion
hidrica hidrica hidrica hidrica
Pesado 1,240 1,207 0,438 0,450
Medio 0,121 0,088 0,063 0,111
Ligero 0,065 0,039 0,0258 0,0904

Como se ve en la tabla 2.7, se produce una disminucion de la sedimentacion y un

aumento de la pérdida en términos de méaximos. De nuevo la diferencia es mas

ostensible en los tipos medio y ligero. La distribucion espacial de las intensidades Ta

y Te es mostrada en la figura 2.18.
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Fig. 2.18. Distribucion de las intensidades 7e (< 0) y Ta (> 0) (Mg/ha/afio) para la accion conjunta de
diferentes tipos de laboreo y la erosion hidrica.

Comparando las figuras anteriores con las homdlogas del apartado previo, el
efecto de la erosion hidrica es mas importante en las zonas de concentracion de flujo,
en las que se observa una pérdida de suelo que no aparece cuando sdlo acttia el
laboreo. El ejemplo mas palpable de ello es en la zona marcada, siendo mas acusado

su efecto en el caso del laboreo ligero.

2.2.3.- Simulacion con varias parcelas

Para comprobar el funcionamiento del modelo en el caso de que en la finca esté
subdividida en varias parcelas, se realizd una simulacién de 25 afios en direccion
E-O / N-S / E-O con laboreo pesado. Se dividi6 la superficie en cuatro parcelas y se

consideraron tres perfiles de control, con los que se pretende comparar el relieve del
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MDE original con el resultante de la simulacion. Tanto los limites de las

parcelas como los perfiles de control aparecen en la figura 2.19.

Fig. 2.19. Esquema de la division de la finca en cuatro parcelas junto con los perfiles de control para
comparar los resultados.

En las figuras 2.20, 2.21 y 2.22 se puede contemplar las zonas en las que se
producen pérdidas y acumulaciones de suelo para los tres perfiles considerados. En
todos los casos coincide con lo que a priori se esperaba: erosion en lugares de
marcado caracter convexo y deposito en zonas concavas. Es de resefiar que en la
figura 2.20 hay una concavidad en la que se produce pérdida de suelo. Esto es debido
a que esa zona es una de las de mayor elevacion del MDE al estar situada entre las
dos colinas presentes en la finca (fig. 2.19) y, por tanto, hay desplazamiento de suelo

hacia otras zonas con menor elevacion.
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Fig. 2.20. Evolucion en el perfil 1 con laboreo pesado.
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Fig. 2.21. Evolucién en el perfil 2 con laboreo pesado.

Lo mas destacable de la figura 2.21 es la discontinuidad de la pendiente que se
produce en el perfil de la ladera como consecuencia de la existencia de una linde de
parcelas que supone una interrupcion del flujo de suelo ocasionado por el laboreo (de

Alba, 1998), originando una acumulacién en un lado de la linde y una pérdida en el

otro.

51



TERON: UNA SOLUCION NUMERICA A LA ECUACION DE LA EROSION MECANICA DEL SUELO

MDE orginal
77777 25 afios

15 —
18 — 14 —
£ E
c c
he] i) 4
[} [}
® ©
3 3
w w
17 — 13 —
MDE original
N 25 afios ’
16 \ \ \ \ \ 12
60 80 100 120 140
Longitud del perfil (m)
20 — AN 8
/ AN
16 |
i S
E 12+ E
c c
o i i) i
[S] [}
[0 _ -~~~ (0]
m 8 N |
6 —
MDE original
77777 25 afios S~
4 o .
Perfil 3
0 ‘ \ \ \ \ 57
0 100 200 300 400 220

Longitud del perfil (m)

180 200 220
Longitud del perfil (m)

240

MDE original
25 afios

\ \ \ \
240 260 280 300
Longitud del perfil (m)

Fig. 2.22. Evolucion en el perfil 3 con laboreo pesado.

La distribucion espacial de las intensidades de erosion y acumulacion

(Mg/ha/afio) también refleja la discontinuidad en la pendiente anteriormente aludida

(fig. 2.23).

52



TERON: UNA SOLUCION NUMERICA A LA ECUACION DE LA EROSION MECANICA DEL SUELO

Fig. 2.23. Distribucion espacial de las intensidades Te (< 0) y Ta (> 0) (Mg/ha/aiio) en el caso de
varias parcelas tras una simulacion de 25 afios de duracion en direccion E-O / N-S/ E-O y
laboreo pesado.
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En las lindes de las parcelas se acumula el suelo desplazado (fig. 2.24).
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Fig. 2.24. Efecto de las lindes en los perfiles considerados.
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Es interesante también constatar el efecto que puede tener en los resultados
obtenidos en las lindes de las parcelas la resolucion del MDE. Este aspecto, recogido
por Lindstrom et al. (2000), consiste en que, conforme mayor es la longitud del lado
de las celdas del MDE, menor es la diferencia entre acumulaciones y pérdidas que se
producen en los limites de las parcelas. Los resultados obtenidos para los tres perfiles
considerados anteriormente para resoluciones del MDE de 1, 5 y 10 m. se exponen
en la figura 2.25, donde se puede apreciar que la mayor variacion en el patron de

redistribucion del suelo se produce justo en las lindes.
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Fig. 2.25. Efecto de la resolucion del MDE en las acumulaciones y pérdidas de suelo en las lindes de
los perfiles considerados.
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2.2.4.- Simulacion con obstaculos

La presencia de obstaculos como arboles produce alteraciones en los patrones de
redistribucion de suelo originados por la accidén de la erosion mecanica de forma
aislada, o de forma conjunta con la erosion hidrica. Se ha analizado su efecto con
obstaculos separados 10 m. entre si y distribuidos por toda la superficie. Cada uno de
ellos se encuentra formado por cinco celdas dispuestas en forma de cruz. Se
realizaron simulaciones de 25 afios en la direccion E-O / N-S, para el caso de laboreo
medio.

Los resultados obtenidos con y sin obsticulos se muestran como mapas de

redistribucion de suelo en la figura 2.26.

0.135
0.45 0.115
035 0.095
0.25 0.075
015 0.055
0.05 0.035
-0.05 0.015
-0.15 -0.005
095 -0.025
035 -0.045
045 -0.065

Con obstaculos Sin obstaculos

Fig. 2.26. Acumulaciones y pérdidas de suelo (m.) tras una simulacion de 25 afios de duracion en
direccion E-O / N-S y laboreo medio con y sin presencia de obstaculos.

Al comparar los dos graficos de la figura 2.26, se observa que los valores
maximos de las acumulaciones y pérdidas de suelo cuando la simulacion se realiza
con obstaculos son mayores que cuando no los hay. Este hecho se debe a la
acumulacién de suelo que se produce aguas arriba del obstaculo, siguiendo la
direccion y sentido de laboreo, y en el rebajamiento que se produce aguas abajo,
dando lugar a unas mayores intensidades de erosidon y acumulacion en esos puntos.

Con objeto de precisar de una forma mas clara el patrén de redistribucion de
suelo, se explord lo que ocurre cuando se simulaba la accion de un apero
determinado usando como dato de partida un MDE de una zona de menor extension
que la correspondiente al MDE anterior. La representacion de la zona elegida se

muestra en la figura 2.27
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Fig. 2.27. MDE (m) usado para una simulacion con obstaculos.

Se trata de un MDE de 60 por 60 celdas con una resolucién de 1 m y con los
obstaculos dispuestos regularmente y separados una distancia de 9 m, ocupando cada
uno de ellos una celda en la que no se considera la accion del apero de labranza. En
este caso, como no eran necesarias todas las opciones que se incluian en el programa
TERON, se procedid6 a implementar un modelo reducido, para el caso de un
cultivador actuando con una profundidad de trabajo de 0,1 m durante 25 afios y
teniendo en cuenta dos pases cruzados en las direcciones N-S y E-O por campaiia.

Con el cultivador s6lo hay un desplazamiento de suelo en el sentido de avance
de la labor por lo que usando la expresion recogida en la tabla 2.2 para este apero se
tiene que, en ausencia de obstaculos (figura 2.28, en la que x, y, z son elevaciones), la

acumulacioén o pérdida (Az) de suelo en la celda central sera:

Sentido de
avance

v

Fig. 2.28. Celdas consideradas en el caso del arado cincel.
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Az=a-[(y-x)-(x-z)] (2.15)

Donde « es una constante que representa la compactacién o esponjamiento del
sedimento. La entrada de suelo en la celda central, (y-x), y la salida, (x-z), siempre
son positivos o iguales a cero.

Si hay un obstaculo en la celda y, s6lo sale suelo de la celda central siendo el

incremento de la elevacion:
Az=—a-(x—z) (2.16)
De igual forma, si el obstaculo se sitiia en la celda z, solo habra entrada de suelo,
produciendo esta una acumulacion en la celda central igual a:

Az:a-(y—x) (2.17)

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 2.29.
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0.03
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-0.01
-0.03

Fig. 2.29. Redistribucion del suelo (m) con cultivador y obstaculos después de 25 afios de simulacion.

En la figura anterior las zonas claras se corresponden con acumulaciones de
suelo, es decir, Az > 0, mientras que las de tonos oscuros son pérdidas de suelo,
Az < 0. Como se puede ver las primeras se producen delante del obstaculo segun el
sentido de avance de labor, mientras que las segundas ocurren en la zona posterior
del mismo. La alternancia de acumulaciones y pérdidas de suelo denotan la
existencia de un obstaculo. Este hecho se puede apreciar si se consideran los perfiles
mostrados en la figura 2.30 que son las lineas de obstaculos en las direcciones de

laboreo simuladas.
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acumulacioén / pérdida de suelo (m)

acumulacion / pérdida de suelo (m)
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Fig. 2.30. Perfiles de estudio de las acumulaciones y pérdidas alrededor de los obstaculos.

Las pérdidas y acumulaciones obtenidas se reflejan en las figuras 2.31 y 2.32.
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Fig. 2.31. Acumulaciones y pérdidas en los perfiles de estudio de la direccién N-S.
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Fig. 2.31 (cont.). Acumulaciones y pérdidas en los perfiles de estudio de la direccion N-S.
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Fig. 2.32. Acumulaciones y pérdidas en los perfiles de estudio de la direcciéon E-O.
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Fig. 2.32. (cont.). Acumulaciones y pérdidas en los perfiles de estudio de la direccion E-O.

En las figuras anteriores, la posicion de los obstaculos estd marcada por
pequefios circulos negros. Las acumulaciones de suelo que se pueden observar en
determinados perfiles, al principio y al final de los mismos, no son provocadas por la

presencia de los obstaculos sino por el efecto borde que supone el limite del MDE.

2.3.- Conclusiones

TERON es un modelo sencillo de facil manejo que predice la pérdida de
suelo provocada por el laboreo a medio plazo, tanto en intensidades de erosion y
deposito como en patrones de redistribucion. Aunque los resultados obtenidos se
corresponden con una situacion hipotética, con intensidades de erosion y
acumulaciéon predominantes entre 5 y 10 Mg/ha/afio, el modelo hace una
extrapolacion aceptable a gran escala de las expresiones experimentales de
desplazamiento de suelo por la accion de un determinado tipo de apero, incluso en el

caso de la presencia de obstaculos como arboles, postes o rocas aflorantes.
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Ao area contribuyente aguas arriba.

A B, coeficientes del andlisis de regresion que permite determinar la
expresion de desplazamiento de suelo para cada apero.

AC.iiinn acumulacion de suelo.

Cvorerreeeeeesieene factor propio de cada tipo de apero que se usa para tener en
cuenta el tiempo transcurrido desde la tltima labor.

Cot) v porcentaje de cobertura del cultivo en el tiempo .

DL......ccouee. desplazamiento en la direccion de avance del apero.

Aigh cooeeeeaiiiiiii, desplazamiento de suelo.

DT desplazamiento en la direccion perpendicular al avance del
apero.

Eieoeeeeeeenn. intensidad de erosion entre regueros.

Efoii intensidad de erosion en regueros.

Gireeeneeenineeneeeens coeficiente similar a g,.

() o altura del cultivo en el tiempo .

Iy Joveveeeeieeenneen indices que designan una celda del MDE.

Kiif o, constante de difusion.

M, Ny reeeenenns los dos primeros, exponentes, y el ultimo, coeficiente de la
expresion de E,.

PER ............. pérdida de suelo.

R erosividad de la lluvia.

e, erosividad media anual de la lluvia.

FOS eeaiaaiianeeanns resolucion del MDE usado.

S pendiente.

RY SRR pendiente en la direccion de avance del apero.

N A pendiente en la direccidon perpendicular al avance del apero.

Faveeeeeeeeeeee tiempo.

Ta....ueeeee. intensidad de acumulacion de suelo.

T capacidad de transporte.

Te.uuooaanannn. intensidad de pérdida de suelo.

X et distancia a lo largo de la pendiente; elevacion

Voteeerrenreenrneenes elevacion.

Z et elevacion.

7% SR profundidad de laboreo.

Ao, constante que multiplica a la diferencia de alturas entre dos
celdas consecutivas.

Ph eerereeereenneennns densidad aparente del suelo.
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Distribucion de la Concentracion de un Trazador
alrededor de un Obstaculo: Solucion Analitica

3.1.- La propuesta de Culling (1983)

La distribucion de la concentracion de un trazador y, por tanto, de suelo
alrededor de un obstaculo, fue determinada analiticamente por Culling (1983),
considerando la existencia de una solucion para el régimen permanente que se
produce cuando el aporte de trazador es continuo y se desplaza rodeando la
barrera. Una teoria estocastica de lo que se puede denominar como reptacion del
suelo, fue desarrollada por Culling (1960 y 1963) y su relacion con otros procesos
de transporte en laderas con pendiente aparece en Kirkby (1971).

Culling indicdé que una cantidad finita de un trazador afiadida al suelo es
dispersada y desplazada. El movimiento de particulas sujetas a fuerzas fluctuantes
y bajo la influencia de un campo de fuerza externa dirigida, esta gobernado por la
ecuacion de Smoluchowski:

%=div(D gradv—Kv) (3.1)

Donde K [LT'] es el vector que representa a la fuerza externa, v la
concentracion y D [L*T'] el coeficiente de difusion. Si se considera el caso
unidimensional de una capa de particulas homogénea e isotrdpica y unos
coeficientes de difusion (D) y de deslizamiento (c) tomados como constantes, la

ecuacion 3.1 se transforma en:

2
»_ply_ 2 (3.2)
ot ox ox
Culling (1983), estudié el comportamiento del suelo con obstaculos cuya

seccion era de dos tipos: circular y eliptica. Adviértase que este problema es
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semejante al del flujo del agua en un medio poroso en el que existen obstaculos
impermeables o poros en los que no puede entrar el agua, las denominadas zonas
de exclusion por John Philip. Philip et al. (1989) presentaron soluciones exactas y
aproximaciones asintoticas para la descripcion del flujo del agua en condiciones
de régimen permanente modificando ligeramente la ecuacion para adoptar una
forma lineal, puesto que, a diferencia de la ecuacion de Culling, ni la

conductividad hidraulica, ni la difusividad hidraulica son constantes.

3.1.1.-Obstaculos de seccion circular

Culling (1983) resolvio la ecuacion (3.1) usando la transformacion de
Laplace. Considerando un medio infinito con una concentracidon constante de
material trazador v = ¥V, moviéndose con una velocidad uniforme U en la
direccion (pendiente abajo) del eje negativo x. Para un tiempo ¢ > 0, el cilindro de
radio » = a, actia como una barrera reflectante. La ecuacion que describe el flujo

€S:

o*v 0%y Uov 1ov

o % pa Dar ¢
Donde v es la concentracion final. En el caso del régimen permanente el
segundo miembro de (3.3) es igual a cero.
Introduciendo el cambio de variable (3.4) y tomando coordenadas polares

(x =rcos 6 y=rsen 6 con origen en el centro del obstaculo, la ecuacion

diferencial a integrar es (3.5)
v=u-e""?"+V (3.4)
2 2 2
8_2’+15_”+16_L;_U_2=0 (3.5)
or- ror ro@ 4D
Las condiciones de contorno son

@+gv cos®@ =0, no hay flujo parar =a
or D (3.6)

v=V parar — oo

La distribucion de la concentracion de trazador alrededor del obstaculo de

seccion circular es:
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I, Ya K, (Ur cosnf (3.7)
2D 2D

Donde gy=1y g =2, paran>1y h = (U/2D) cos 6. Las funciones I,,(z) y
K,(z) son, respectivamente las funciones de Bessel modificadas de primer y
segundo tipo (Watson, 1958 §15; Abramowitz y Stegun, 1964 §9,10,11; Boas,
1983 §12.12)

La expresion (3.7) es muy convergente y posee una caracteristica asimetria

que estd impuesta por el factor coseno - exponencial:

Ur
cosf e ?P (3.8)
La funcién exponencial tiende a aumentar la concentracion pendiente arriba
del obstaculo y a reducirla pendiente abajo. La figura 3.1 muestra el resultado de

la expresion (3.7).

Fig. 3.1. Distribucion de la concentracion de un trazador en valores normalizados
v:(v-vmin )/ (Vmax -vmm), para un flujo con (U/D) = 1 en presencia de un

obstaculo de seccidn circular de radio a = 1 unidad.
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3.1.2.-Obstdaculos de seccion eliptica

Este caso representa una situacion mas general y constituye una aproximacion
mejor a los obstidculos naturales, puesto que la seccion que determina la
interseccion de una barrera cilindrica vertical con el plano de la pendiente es mas
eliptica que circular en muchas ocasiones. El caso circular es una situacion
particular del eliptico cuando la excentricidad es nula.

Para el estudio de este problema es aconsejable trabajar con las coordenadas
elipticas cuya relacion con las cartesianas es la expresada en (3.9):

x=ccosh&cospy
: . (3.9)
y=csinh&sing

Donde ¢ es la semidistancia entre focos de la elipse. Las curvas con &
constante forman una familia de elipses confocales, mientras que las curvas con 7
constante forman una familia de hipérbolas confocales. Asi, un punto cualquiera
vendra determinado por la intersecciéon de una elipse de pardmetro &y de una
hipérbola de parametro 7. Los focos del sistema tienen las coordenadas (£ c,0).
Por lo tanto, si se considera un obstaculo eliptico con semieje mayor a y semieje
menor b, el limite de la barrera vendrd determinado por un valor de & = &,

constante que se deduce de la siguiente manera (3.10):

1. a+b
=—In
2 2 a-b

(3.10)
Asi, para la determinacion de la distribucion de suelo alrededor de la barrera,
se tendran en cuenta los valores &, < £ < o. En el caso de 7 su variacion
(0 < 1 < 2m) dard lugar a un conjunto de hipérbolas confocales ortogonales al
conjunto de elipses.
Para el régimen permanente, en el caso de que la velocidad de deslizamiento
U sea paralela al eje mayor de la elipse, con la transformacion (3.4) y el cambio

de coordenadas indicado se obtiene:

o’u  ou

+ —2a*(cosh2& —cos2n)u=0 3.11
con
, (URY
=| — 3.12
« (wj (3.12)
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que es la denominada ecuacion de Mathieu en coordenadas elipticas, cuyas
soluciones son las funciones del mismo nombre. La referencia fundamental sobre
ellas es el tratado de McLachlan (1951).

Las condiciones de contorno para integrar (3.11) son idénticas a las del caso
circular:

ov U csinh &, cosn

= —v =0, no hay flujo para » =a

on D c(coshzrf—cos2 77) (3.13)

v =V, parar— o
donde n expresa la direccién normal a la elipse (McLachlan, 1951, pag.172).

Si se supone que la solucion a (3.11) viene determinada por el producto de dos

funciones de la forma:

u(&,n)=w(&)d(n) (3.14)
Se pueden decucir dos ecuaciones diferenciales ordinaria y modificada de

Mathieu (McLachlan, 1951, pag.174):

dZ
dn(rlj + (h +2a’ cos 277)¢ =0

d’y
dé?

(3.15)

—(h+2052 cosh2§)w=0

donde /4 es una constante que puede tomar cualquier valor, dando lugar a un
nimero ilimitado de soluciones. En aplicaciones practicas, segin McLachlan
(pag. 174), las soluciones adecuadas suelen venir dadas por funciones ordinarias y
modificadas de Mathieu de orden entero, obtenidas a partir de la primera y
segunda ecuacion de (3.15) respectivamente. Dichas soluciones se consiguen
cuando / se hace igual a los valores caracteristicos que son aquellos que para un
determinado parametro (-o) dan lugar a soluciones periodicas.

Atendiendo a las caracteristicas particulares del problema en el que se
necesita simetria como minimo con respecto al eje mayor del obstaculo, Culling

(1983) ensayo¢ la solucion (3.16)
v=" C,Fek,(&-a’)ce,(n.—a’) (3.16)
en la que C, es una constante y ce, es la funcion par de Mathieu de primer
tipo (McLachlan, 1951, pag. 21), también conocida como coseno eliptico. Por otro

lado Fek, es la funcidon par modificada de Mathieu de tercer tipo, donde la letra &

representa que puede ser desarrollada en serie de funciones de Bessel modificadas
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de segundo tipo K,. Esta propiedad afiade ciertas ventajas a la hora del calculo.
Por ultimo » representa un niimero entero al tratarse de funciones de orden entero.

La solucion final obtenida es (3.17):

- U—coshécosn

v=V - V%csmhfocosne b

OO

6‘

n

12,1( coshf] ! Fek,, (§,-a” )ce,, (n,-a’) R V)
(-1) 43" | Fek,, (&,,-a*) + gFek,, (&,,~a”) |
r=0
1), (E cosh foj 1 Feky,.. (5’_0’2 )cezn+1 (’7’_“ 2)
2D ( 1) By |:Fek2n+l ( -a’ ) +gFek,,,, (4:07_052 )j|
=0
donde gy=1y g, =2 paran>1, D es la constante de difusion y
g:;]—;sinhéo cos7 (3.18)

Los términos pares e impares de las tres funciones aparecen agrupados en dos
sumandos diferentes. Los coeficientes A, y Ba+1 provienen del desarrollo en serie
de las funciones de Mathieu de primer tipo (3.19), también denominadas coseno
eliptico:

ce,, (77, ) ! i "AC" cos2rn, h=a,,

r

=0
ce2n+1 (779 ) ' Z.O: Béfﬁlﬂ) COS(Z}" + 1)775 h = b2n+1

r=0

(3.19)

donde los superindices 2n y 2n+1 no son exponentes sino que hacen
referencia al orden de la funcion de Mathieu. Estos coeficientes se hallan segun
las expresiones recogidas en (3.20) y (3.21), una vez determinado el valor
caracteristico a, 0 bz,+;, segin el caso, en base al procedimiento propuesto por

McLachlan, (1951, §III).
hA, —(-a’ )4, =0
(h—4)4,—(-a”)(24,+4,)=0 (3.20)
(h=4r?) 4, —(~a®)(Ay, , + 4y,,,) =0

conr=23,..yh=a, = ( a)
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(h-1+(-a))B,~(-’) B, =0
[h —(2r+1)2}32,,+l ~(~a*)(Bys +Byyt) =0 (3.21)

conr=1,23,..yh=b,, =f(2n,-a*)

Para la determinacion de Fek se usan las expresiones (3.22) (McLachlan

1951, pag. 165-166):

() 0
Fek,, (§,—az)=( cezi 2"05 )Z o K,, (2a cosh &)
(0.0°) ~ (3.22)
Lse 0,07 ) & r oms
Fek,,,, (£.-a) = (-1 =202 (<1) BUK,,., (2acosh )
7Z'0(B1 =0

Para Fek;,.; se tiene la funcion impar de Mathieu de primer tipo, también
conocida como seno eliptico con valor caracteristica a,,+; cuyo desarrollo en serie

€S:

se2n+1(77,—a2)=(—1)"i(— "AP Y sin(2r+1) 7, h=a,,,  (3.23)
r=0

la determinacion de los coeficientes A,,+; se realiza utilizando (3.24)

(h=(-a)-1) 4 ~(-a*) 4,=0
[h —(2r+ 1)2} Ay~ (=) (A + 4,15) =0 (3.24)

conr=123,...yh=a,,, =f(2n+1,—a2)

En la expresion (3.17), las funciones Fek son concavas hacia arriba, las
funciones cey, son simétricas con respecto a los dos ejes de la elipse, mientras que
las funciones ce,,+; 1o son solo con respecto al eje mayor de la misma, con lo que

la condicion de simetria antes referida es cumplida. Por ultimo, el factor

7U—cosh Ecosn

csinh& cosn e 2P (3.25)
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impone el patron general de distribucién de concentracion normalizada que se
puede observar en la figura 3.2. para el caso de un obstaculo de seccion eliptica de

a=1yb=0,5unidades y (U/D)=1.

S

Fig. 3.2. Distribucién de la concentraciéon de un trazador en valores normalizados

V= (v “Viin ) / (vmax “Viin ) , en presencia de un obstaculo de seccion eliptica con

semiejes mayor @ = 1 y menor b = 0,5 unidades, en el caso de un flujo con
(U/D) = 1 y paralelo al eje mayor de la barrera.

Cuando la direccion de la velocidad de flujo es paralela al eje menor de la
elipse, la expresion que determina la distribucion de la concentracion de suelo

alrededor de la barrera es (Culling,1983):
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Ue 51nhr§sm77

v=V -V %ccosh(fo sinp e 2P

2.5 (-1)"

n=0

I, (;]—;sinh ;j ( ) Feky, (§,-a% ey, (n,~<c") (3.26)

1) 4G [Pl (£,-a )+ ¢ Pk, (G-a”) |

j 1 Gek,,,, (‘fa _az)seznﬂ (77: _az)
(-1

12n+1 (K sinh é:u " p(2n+l 2 ' 2
2D -1) B [Gekw( -a )+gGek2n+l (fo’—“ )]

En la que

. Uc .
=——cosh £ sin 3.27
£=75 g, sinn (3.27)

La expresion (3.26) fue obtenida por Culling probando una solucion del tipo
(3.28), debido a las condiciones del problema que exigen simetria alrededor del

eje menor del obstaculo eliptico.

=2.C, Fek, (§=—a2) ce,, (77,_0{2)+ .
ZCZ"”GekZ”” (5’ _az) S€5,11 (77,—&2) (3.28)

Si la funcién coseno eliptico es simétrica respecto de los dos ejes de la
barrera, el seno eliptico lo es con respecto al menor y antisimétrico con respecto al
mayor. En (3.26) y (3.28) aparece la funciéon impar modificada de Mathieu de
tercer tipo Gek, cuyo desarrollo en serie en funciones de Bessel modificadas de

segundo tipo K es (3.29), segin McLachlan (1951, pag.166).

' T 2
Cp ( s j o
Gek,,., (&0 )= (1) —— P —— Y AT, (2asinhé) (3.29)

2r+l1 2r+l

Los coeficientes 4,,+; se determinan igual que en (3.24).
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Considerando «a

1y b =0, unidades y (UD) = 1, la concentracion
normalizada para el caso ahora estudiado se muestra en la figura 3.3.

2,
3,
NN
X
v \
0.5 -
3 2 1 0 1 2 3
X

Fig. 3.3 Distribucion de la concentracion de un trazador en valores normalizados
V= (V “Viin ) / (Vmax Vmin) , en presencia de un obstaculo de seccion eliptica con
semiejes mayor a

1l y menor b = 0,5 unidades, en el caso de un flujo con
(U/D) =1 y paralelo al eje menor de la barrera.

Por ultimo, si la direccion del flujo de suelo forma un determinado angulo &

con el eje mayor de la seccion eliptica del obstaculo, la expresion (3.17) queda
transformada en (3.30).
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~ L& o Ecos(n—0)

v=V —Vo%csinhf0 cos(7—6) e

e, (1)

Ue 1 Fek,, (5, - )ceZn (77—9, —az) (3.30)
b (213 COSM”JCOS(M) (1) 42" [Fek'zn (&.-a)+gFek,, (&, )] '
=0
Uc 1 Fek,,,, (é:a -’ ) CEn (77 -0, )
+1,,,, (E coshéoJcos((2n +1) 9) S (1) B [Fekgm ( 3 —az) +gFek, (50’ e )]

r=0
Si, por ejemplo, la velocidad U forma un angulo de 774 con respecto al eje

mayor, se obtiene la concentracion normalizada de la figura 3.4 aplicando (3.30)

Fig. 3.4. Distribucion de la concentracion de un trazador en valores normalizados
V= (v “Voin ) / (vmax “Viin ) , en presencia de un obstaculo de seccion eliptica con

semiejes mayor @ = 1 y menor b = 0,5 unidades, en el caso de un flujo con
(U/D) =1y formando un angulo &= 7/4 con respecto al eje mayor de la barrera.
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De forma andloga a (3.30) se puede obtener la expresion para el caso en que

la direccion del flujo forme un angulo & con el eje menor (3.31)

—%si sin(7—60
v:I{,—V%ccoshfosin(n—G) ¢ Y

o

I (%sinhgjsin(ZnQ) 1 Fe/(Zn(gg,—az)cez”(?]—@,—az) + (3.31)
L™ Y1) A [ Fek, (&0 )+ Fek, (627
1 Gek,,,, (‘f’ o ) S (77—9’_0{2)

Un . .
+l,,, (2—D smhfojsm((2n+l) 6)

(1) B ek, (&) + g G, (<2 |

r=0

3.1.3.- La relacion U/D
Culling (1983) expres6 que todas las distribuciones de sedimentos bajo

régimen permanente con un factor comun de la forma:

U -Zar
3.32
D¢ (3-32)

Donde r representa la distancia desde el origen a lo largo del radio en el caso
circular o a lo largo de la hipérbola en el caso eliptico, cuando « es constante.
Aunque en los calculos no se pueden despreciar las funciones de Bessel o de
Mathieu, la forma general de las mismas, decreciendo desde el origen de manera
exponencial, no hace sino intensificar el efecto del factor antes aludido, por lo que

se puede reducir el estudio de su influencia en términos de la relacion U/D, que

hace referencia al numero de Péclet (Pe:UL/D) siendo L [L] una longitud

caracteristica del flujo como puede ser el diametro de un obstaculo de seccion
circular, que expresa la relacion de importancia de los fendémenos advectivos
frente a los de difusion. Existe un intervalo de valores (0,01 — 1,0) para esa razon,
fuera del cual uno u otro pueden ser contemplados como predominantes.

Si domina la adveccion, los movimientos difusivos son despreciables y el
flujo se convierte en laminar, con las particulas fluyendo alrededor de la barrera.

El apilamiento de material aguas arriba del obstaculo adopta la forma de copa
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cerca del punto de estancamiento. Si la difusion fuera el fendmeno predominante,
el apilamiento tomaria una forma mas bulbosa.

Culling observd que si se parte de un régimen laminar y se incrementa la
velocidad del flujo también aumentard el valor del numero de Reynolds (Re),
apareciendo la caracteristica bifurcacion aguas abajo de la barrera. Si la velocidad
sigue en aumento hasta que Re tome un valor suficientemente alto, se estableceria
el régimen turbulento en el que el movimiento se vuelve caodtico. De las dos
variables que intervienen en el nimero de Reynolds, velocidad de flujo y
viscosidad, la propuesta de Culling (1983) solo permite ajustar la primera de ellas,
lo que constituye una limitacién a la hora de simular flujos con una viscosidad

dada.

3.2.- Conclusiones

La solucion propuesta por Culling (1983) para determinar la distribucion de
la concentracion de un trazador en torno a una barrera, cuyo cddigo en
Mathematica se expone en el anexo I, presenta una notable complejidad
matematica derivada del uso de coordenadas elipticas, de las funciones de Bessel
y, sobre todo, de las funciones de Mathieu, que dificulta su aplicacion al estudio
de los patrones erosivos. Ademas, en el caso de que se consideraran barreras de
seccion distinta a la circular o eliptica, la complejidad de su formulacion se

incrementaria de manera notable.
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3.4.- Notacion
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Ao valor del radio de una barrera circular; semieje mayor de una
barrera eliptica; valor caracteristico de las funciones de
Mathieu.

A B coeficientes del desarrollo en serie de las funciones de
Mathieu.

Do, semieje menor de una barrera eliptica; valor caracteristico de
las funciones de Mathieu.

C oo, coeficiente de deslizamiento, semidistancia entre focos de la
elipse.

Coeeiieeee, constante.

ce funcién par de Mathieu de primer tipo (coseno eliptico).

Do, constante de difusion.

div..ei divergencia.

Fek................. funcién par modificada de Mathieu de tercer tipo.

Gek.....ccouenue. funcion impar modificada de Mathieu de tercer tipo.

grad............... gradiente.

B, coeficiente de la expresion de v; valor caracteristico de las
funciones de Mathieu.

L, Ky funciones modificadas de Bessel de primer y segundo tipo,
respectivamente.

K., fuerza externa.

Floeeeeeieeieeeineenns coeficiente de la expresion de v; subindice que denota si un

término es par o impar en el desarrollo en serie de las
funciones de Mathieu de primer tipo.

Tl direccion normal a la superficie de la barrera.
Pe.oiiiien numero de Péclet.
T oo radio de la barrera; coordenada polar; subindice que denota si

un término es par o impar en el desarrollo en serie de las
funciones de Mathieu de primer tipo.

Re.ooviiiieis numero de Reynolds.

S€.ureereeieenienns funcion impar de Mathieu de primer tipo (seno eliptico).
oo, tiempo

Uieeereeeeereeeeieeenns variable usada en la integracion de la ecuacion de v.
Ui, velocidad del flujo.
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Vot concentracion de trazador.

Ve, concentracion inicial de trazador.

Vs Vininesseseeeess valores maximos y minimos de la concentracion.

Xoveeeereeninreenneens distancia longitudinal; eje de coordenadas.

Ve eje de coordenadas.

Z eeeeeeeeeeeneaeens variable genérica usada en la ecuacion genérica de las que 7,
y K, son solucion.

Ao, parametro de la ecuaciéon de Mathieu en coordenadas
elipticas.

ED Eneeeeeneenenannn coeficientes de la expresion de v.

7 BSOSO coordenada eliptica que designa a una familia de hipérbolas
confocales.

O coordenada polar; direccion del flujo con respecto al eje
horizontal.

E o coordenada eliptica que designa a una familia de elipses
confocales.

EO eerrrenrreenieeenns coordenada eliptica del contorno de la barrera.

wé), o(n)........ funciones cuyo producto es solucion a la ecuacion de

Mathieu en coordenadas elipticas.
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Descripcion del Modelo de Malla de Boltzmann

4.1.- Introduccion a los modelos de malla

Varios niveles de realidad existen cuando se estudia un sistema fisico que hacen
que un mismo fendmeno puede parecer bastante diferente (Chopard y Droz, 1998
§2.1.3). Fundamentalmente, dos son las escalas de observacion usadas: la
microscopica y la macroscopica. En la primera, las interacciones de los componentes
del sistema estan gobernadas por complicados potenciales y algunas veces requiere el
uso de la mecanica cuantica para ser descrito apropiadamente. En la segunda, las
propiedades del sistema estan determinadas por el efecto agregado de todas las
interacciones microscopicas. El comportamiento resultante, cuando es visto a una
escala de observacion mayor, estd relacionado con las caracteristicas genéricas de las
interacciones microscopicas. En esta escala se intenta deducir ecuaciones a partir de
las observaciones de un fendémeno para, posteriormente utilizarlas en las descripcion
del mismo. Sin embargo, esas ecuaciones suelen ser complicadas y solo pueden ser
aplicadas en casos simplificados. Esta dificultad fue en parte superada con la
aparicion de los ordenadores mediante la simulacion numérica. La complejidad del
mundo macroscopico estd aparentemente desconectada del mundo microscopico ya
que los detalles microscopicos se pierden cuando el sistema se observa a través de un
filtro macroscopico, emergiendo nuevas propiedades colectivas. En este punto es
interesante hacer referencia a las palabras del fisico Richard Feynman citadas en
Rothman y Zaleski (1997 §1.1): “En la naturaleza se puede apreciar que el
comportamiento de un fluido depende muy poco de la naturaleza de sus particulas
individuales. Por ejemplo, el flujo de arena es muy similar al flujo de agua o al flujo
de una pila de bolas de billar. Por tanto, se puede aprovechar este hecho e inventar un

tipo imaginario de particula que nos resulte facil de simular, cuyo flujo a una escala
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suficientemente grande sea similar al flujo de los fluidos naturales”. Por tanto, existe
una escala mesoscopica en la que la realidad se transforma en un mundo ficticio
constituido por un conjunto basico de particulas que interaccionan entre si siguiendo
unas reglas simples. Esta representacion estd muy alejada de la realidad, pero es
efectiva para recoger las caracteristicas de un fendémeno, si las reglas que se
establecen recogen los ingredientes clave del mismo. Esta es la premisa fundamental

de la teoria del automata celular.

4.1.1.- Automata celular (AC)°

Los autdmatas celulares son una idealizacion de un sistema fisico en el que el
espacio y el tiempo son discretos y las cantidades fisicas toman solo un conjunto
finito de valores (Chopard y Droz, 1998 §1.1). El concepto de autémata celular fue
establecido a finales de los afios 40 del s. XX. Los matematicos Stanislaw Ulam
(1976 §10) y John von Neumann propusieron que los ordenadores podian ser
programados para simular el fendmeno de la vida. La idea era situar en cada nodo de
una malla un ordenador capaz de representar un finito nimero de estados (Rothman y
Zaleski, 1997 §1.2), de forma que, el estado de los ordenadores vecinos en el tiempo
t determina el estado de un ordenador concreto en el instante /+/. Ulam y von
Neumann propusieron que, bajo ciertas condiciones, el comportamiento colectivo del
sistema podia ser suficientemente complejo y permitir asi emular aspectos de los
sistemas biologicos reales, especialmente la capacidad de reproducirse. Los sistemas
constituidos por ordenadores interconectados cada uno de ellos representando un
nimero finito de estados se denominaron automatas celulares (AC). Las aplicaciones
de estas ideas a la Fisica y a las Matematicas fueron también consideradas. Ulam fue
el primero en proponer el uso de los ordenadores para llevar a cabo algunos tipos de
experimentos fisicos. Mas ventajoso que intentar conseguir una solucion numérica
para una ecuacion diferencial concreta, seria usar el ordenador para simular los
aspectos fisicos subyacentes de un fenémeno y, a partir de los mismos, derivar una
ecuacion.

El automata celular es una aproximacion aceptable al mundo real cuando la
simplificacion de las leyes microscopicas de un fendmeno dado no es relevante a un

nivel de observacion macroscopico. Este hecho es cierto para sistemas cuya

* La descripcion de los AC se basa fundamentalmente en el texto de Chopard y Droz, (1998).
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complejidad proviene de un comportamiento colectivo mas que de las interacciones a
escala microscopica. Para estos casos es muy ventajosa la invencion de una realidad
mesoscopica en la que se capturen las caracteristicas esenciales de un fendmeno real,
considerandolas como las leyes fundamentales del nuevo sistema imaginario.
Modelar un sistema a esta escala tiene ventajas significativas porque la interpretacion
de la dinamica del autémata celular en términos de simples reglas mesoscopicas
ofrece una aproximacidén mas intuitiva y potente que otras alternativas tradicionales,
como las ecuaciones diferenciales, a la hora de simular un fenomeno. Un ejemplo
clasico de lo anteriormente dicho lo constituyen las condiciones limite en presencia
de obstaculos que son encajadas en el automata celular mediante el rebote, bounce
back, de las particulas.

El correcto disefio de un automata celular implica que los aspectos
fundamentales de un fenomeno complejo sean reconocidos y reducidos a una forma
simple (Chopard y Droz, 1998 §2.1.4). La sencillez de las reglas aplicadas hace
especialmente adecuado el uso de simulaciones masivas (paralelizacion de las tareas
de calculo al usar varios ordenadores o procesadores unidos entre si).

En cuanto a su definicion formal, el autdmata celular es un sistema fisico ficticio
en el que:

1. El dominio espacio es una malla regular (/) en la que cada nodo o celda r

estd unido a ¢ vecinos, quedando determinada la posicion de éstos por

{r + c[}i:] . donde ¢; es el vector enlace del nodo con su vecino i.

2. Los estados de los nodos MN(r,f) pertenecen a un conjunto finito de
valores, siendo ¢ el tiempo.

3. La evoluciodn es sincronizada, discreta en el tiempo y la actualizacion de
cada nodo depende del estado del mismo asi como del de los vecinos

siguiendo una regla ‘R:
N(r, t+1) =R(N(r,1), N (r+¢,,1)..N (r+c,.t)) (4.1)

La informacion necesaria para la aplicacion de la regla de actualizacion R estara
constituida por g+1 bits o posiciones en cada una de las cuales se tiene un valor
correspondiente a un conjunto finito.

En su definicion, la regla R es idéntica para todos los sitios y es aplicada
simultdneamente a cada uno de ellos conduciendo a una dindmica sincronizada. Es

importante hacer notar que se pueden introducir heterogeneidades espaciales e
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incluso temporales en algunas localizaciones de la malla para marcar celdas
particulares en las que se aplica una regla diferente, como es el caso de los nodos
situados en el borde del dominio. De forma practica, esto se hace afiadiendo un
nuevo bit de informacion a los g+1 antes resefados, perteneciendo también su estado
a un conjunto finito de valores.

La actualizacion de una determinada celda requiere conocer el estado de las
celdas que se encuentran en su vecindad que, en principio, no tiene restricciones en
el nimero y disposicion de los nodos que la constituyen, salvo que debe ser la misma
para todos los lugares del dominio. En la préctica se consideran solo las celdas
adyacentes para evitar reglas demasiado complejas. En el caso de los AC
bidimensionales, los tipos de vecindad considerados con mayor frecuencia son la de
von Neumann (fig. 4.1-a), que consiste en una celda central que es la que va a ser
actualizada y sus cuatro vecinos geograficos (N, E, S y O) y la de Moore (fig. 4.1-b),

que es igual a la anterior afiadiéndole los vecinos de los lados y de los vértices.

a) b)

Fig. 4.1. Vecindad de von Neumann (a) y de Moore (b). (Chopard y Droz, 1998 §1.3.2). La
region sombreada sefiala a la celda central que es actualizada de acuerdo al estado de
las celdas localizadas dentro del dominio marcado por la linea gruesa.

Un aspecto importante de los AC son las condiciones de borde, porque cuando
se hacen simulaciones, el tamafio del dominio problema es limitado. Por lo tanto, los
nodos situados en los limites del mismo no pueden tener la misma vecindad que
aquellos que estan en el interior. Para solucionar este problema existen diversas
alternativas: una, expuesta anteriormente, consiste en aplicar una regla de
actualizacion diferente para esos nodos; otra es adoptar condiciones de borde
periddicas o ciclicas, suponiendo un problema de topologia torica. Ademas se pueden
anadir las condiciones conocidas como de borde fijo, adiabatica y reflectiva: la
primera (Dirichlet de primera clase, e.g. Lapidus y Pinder, 1982 §1.4) se define de tal

forma que la vecindad es completada con celdas que tienen un valor preasignado. La
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segunda (Neumann de segunda clase), también llamada de gradiente nulo, se obtiene
duplicando el valor del sitio a las celdas virtuales extras. Finalmente, la tercera,
esencialmente Neumann, equivale a copiar el valor de otro vecino en la celda virtual
y es comun a muchos problemas de la Fisica como el disefio de sistemas de
avenamiento. La elecciéon de una condicion de borde vendra determinada por la
naturaleza del sistema que se desea modelar. Los esquemas de las diferentes

opciones pueden observarse en la figura 4.2.

- SR I

- AR

Fig. 4.2. Diferentes tipos de condiciones de borde obtenidos al extender la vecindad. (Chopard y
Droz, 1998 §1.3.3). (a) Periodica, (b) Fija, (c) Adiabatica y (d) Reflectiva. El bloque
sombreado representa una celda virtual que es afiadida en el extremo del dominio (lado
izquierdo) para completar el nimero de vecinos necesario para aplicar la regla R.

Una puntualizacion importante que debe observarse es que, por definicion, los
AC son deterministicos. Sin embargo para muchas aplicaciones se necesita cierto
grado de aleatoriedad, como ocurre con los AC probabilisticos en los que la regla de
actualizacion R debe seleccionar uno de los estados posibles con una probabilidad p.
Su gran ventaja es que permiten ajustar algunos parametros de una regla en un
intervalo continuo de valores, a pesar de la naturaleza discreta de los AC.

Cuando la complejidad de un sistema fisico se incrementa, el nimero de bits o
posiciones necesarios para representar el fendémeno en cada sitio del AC puede llegar
a ser muy grande. En un ordenador de propdsito general puede darse el caso de que
se apliquen restricciones de memoria si la regla R es expresada mediante una tabla
que recoja todos los casos posibles de la configuracion de la vecindad. El tamafio de
la tabla se incrementa en orden a 2", donde n es el nimero total de vecinos
considerados en cada lugar. Sin embargo, este problema se puede solucionar
interpretando esos bits como la representacion binaria de un numero entero o,
incluso, de un nimero de coma flotante. Asi, las operaciones aritméticas usuales

(suma, resta, multiplicaciéon o division) pueden ser usadas para construir la regla.
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Esta generalizacion de la naturaleza original del AC se usard por ejemplo en el
modelo de la malla de Boltzmann que se describira mas adelante.

Otra extension util de un AC es la consideracion de un esquema de actualizacion
asincrono. Las leyes de la Fisica son paralelas en el sentido de que los sucesos no
ocurren secuencialmente en un sistema con varios constituyentes, aunque se requiere
una sincronizacion global de los sucesos. Muchos sistemas fisicos son descritos por
una ecuacion maestra que da la probabilidad de que un proceso ocurra en un
intervalo [z, t+df]. Dicha ecuacion es secuencial mas que sincrona. Se puede
comprobar que la misma dindmica puede converger a diferentes estados,
dependiendo de si es ejecutada secuencialmente o sincronizadamente. El
asincronismo puede ser alcanzado usando un AC aleatorio, cuando en cada sitio la
regla es aplicada solo con una probabilidad determinada y, si no, el sitio permanece
sin cambio.

Es importante tener en cuenta que cualquier esquema numérico, como por
ejemplo la soluciéon discretizada de una ecuacion diferencial, no puede ser
considerado como un AC, porque hay en general una interpretacion fisica de la
realidad a escala de celda en este Gltimo mientras que el primero es el resultado de la
traduccion de una abstraccion matematica a una forma mas tratable.

Existe una amplia variedad de fendomenos fisicos que han sido modelados con
AC definiendo para cada caso una regla de actualizacion concreta. Entre otros
(Chopard y Droz, 1998 §2.2; Gaylord y Nishidate, 1996; Malamud y Turcotte,
2000): el flujo de trafico rodado, procesos de solidificacion, la acumulacion de
materiales granulares como la arena en montones, la formacién de copos de nieve, la
determinacion de los frentes de difusion interfacial y el gradiente de percolacion, la
difusion dirigida de dos especies, la actividad de una colonia de hormigas, los
ecosistemas depredador-presa y el contagio en medios excitables (e.g. epidemias,
incendios forestales). Pero, sin duda uno de los mas famosos es el conocido como
“juego de la vida” que fue propuesto por el matematico John Conway en los afos
setenta del pasado siglo (Bak, 1997 §6). En una malla bidimensional, considerando
una vecindad tipo Moore, una celda puede estar viva (1) o muerta (0), segin la
siguiente regla:

1. Una celda muerta rodeada exactamente por tres vivas recobra la vida.
2. Una celda viva rodeada por menos de dos celdas vivas muere por

aislamiento.
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3. Una celda viva rodeada por mas de tres celdas vivas muere por

sobrepoblacion.

Si se denomina o (r,7)a la suma de celdas vecinas vivas de un sitio r en un

tiempo #:

oy (r.t)=) N(r+c,t) (4.2)

1 sl o, (r,t) =3

N(ri+1)- N(rt) sioy(rt)=2 3)
’ 0 si oy (1) <2
si oy (r,t)>3

Aunque esta regla puede parecer muy sencilla, es capaz de reproducir
comportamientos complejos. Sin embargo, a pesar de que es muy interesante desde
el punto de vista teoérico, esta lejos de representar un juego de la vida animal real.

A partir de este momento se explicaran los AC expresamente disefiados para
modelar un fluido, conocidos como lattice gas automata (LGA) en inglés o automata
de gas de reticula. Posteriormente se describiran los modelos evolucionados de los
anteriores, denominados lattice Boltzmann methods (LBM) o métodos de malla de
Boltzmann, que permiten superar las limitaciones de los LGA.

La idea fundamental de la descripcion fisica de un fluido mediante un LGA
(Bernsdorf, 2001) es la mostrada en las figuras 4.3 y 4.4. En la primera se puede
apreciar como a través del promediado de conjuntos, se puede pasar de un mundo
discreto como es el de la fisica estadistica a la mecanica continua de un fluido
homogéneo. El ensamblaje promediado consiste en la suma de las cantidades que un
escalar tiene en un nodo y sus vecinos dividida por el nimero de éstos mas uno. En
la segunda el mundo discreto se simplifica a la forma de un LGA, que permite una

facil implementacion.
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Ve . ,
Fluido ~~._ Simulacion /v Particulas

homogeneo numerica discretas

Fig. 4.3. Relacion entre un fluido homogéneo y su descripcién como fluido de particulas
discretas. Con p la presion, v la velocidad, v la viscosidad, p la densidad, m la masa de
una particula discreta y J su cantidad de movimiento (Bernsdorf, 2001).

Particulas LGA
discretas

Fig. 4.4. La simplificacion de un fluido discreto en forma de LGA (Bernsdorf, 2001).

El ensamblaje promediado para un LGA se puede apreciar en la figura 4.5.
Existen 6 particulas dentro del area sombreada, que esta constituida por 6 celdas
enteras, 10 medios de celda y 4 cuartos de celda que hacen un total de 12 celdas. El

nimero de nodos por celda es 9.

p = X particulas / £ nodos
=6/(12x9)

Ve=(+1+1-1-1)/ p=1/p
V,=(1-1-1)/ p=-1/p

Fig 4.5. Promediado de conjuntos en un LGA. (Bernsdorf, 2001).

La tabla 4.1 expone las principales simplificaciones que permiten modelar un

fluido real usando un LGA, teniendo siempre presente que lo que se pretende es
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construir un modelo lo mas simple posible que permita simular flujos que sigan la

ecuacion de Navier-Stokes.

Tabla 4.1. Simplificaciones adoptadas en un LGA

Fluido real LGA
Diferentes masas Masa unidad
Cantidad de movimiento continua Cantidad de movimiento discreta
Movimiento ¢ interacciones aleatorias Propagacion iterativa y colisiones simples

4.1.2.- El modelo HPP

El LGA mas primitivo es el modelo HPP, cuya denominacion corresponde a las
iniciales de los apellidos de sus autores Hardy, Pomeau y de Pazzis (Hardy et al.,
1973), en el que se describe una dindmica molecular simple: un conjunto de
particulas se mueven de forma sincronizada en una malla cuadrada, considerando
una vecindad tipo von Neumann, por lo que cuatro bits de informacion son
suficientes para describir el sistema durante su evolucidon. Solo una particula puede
viajar a la vez en un enlace de la malla, estableciendo asi el principio de exclusion.
Una colision entre particulas tiene lugar, de acuerdo con la regla descrita en la figura

4.6, cuando mas de una particula entra a un sitio en el mismo tiempo.

o
G <—I—> Co = a)
(&
= b)
=> c)
t +1

Fig. 4.6. Colision en el modelo HPP (Masselot, 2000 §2.1.1). S6lo cuando dos particulas entran
en un sitio con sentidos opuestos en la misma direccion son desviadas
perpendicularmente. El resto de configuraciones permanecen sin cambio.

Desde el punto de vista practico, cuatro vectores {ci}i:O ., describen la malla /-
El estado local de una celda consta de cuatro valores booleanos {E. (r,t)}l_zo123

donde F, (r,t) =0/1 indica la ausencia o presencia de una particula viajando en la
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direccion ¢; hacia el sitio r en el tiempo 7 Si s6lo una particula, con velocidad c;,
entra en el sitio en el tiempo ¢, ésta es dirigida hacia r+c; en el tiempo #+1
(adveccion); si dos particulas entran en un nodo con velocidades opuestas, colisionan
y son desviadas en la direccion perpendicular. Cuando mas particulas entran en el

mismo sitio, la situacién permanece sin cambios y la particulas son sélo dirigidas.

La regla de colision del modelo HPP puede ser escrita como

Fi(r+c;,t+1) = Fi(r,t)
- Fi(r1 t)E+2(r’t)(1 - E-{—l(r’t))(l - F‘i+3(r7t))

+ Fip(r, t)Figs(r,t)(1 — Fi(r, 1)) (1 — Fiyo(r, t)) (4.4)

donde todos los indices son tomados como mddulo 4. El primer término hace
referencia al estado del sitio en el instante #; el segundo, al caso de que solo una
particula en la direccion i y otra en sentido opuesto (i+2) entren en el sitio con lo que
F; se anula, mientras que el ultimo término recoge la situacion en que una particula
entra en el sitio con direccion i y la otra con direccidon (i+1 o i+3), siendo en este
caso F;igual a 1. Lo mas importante de esta regla es que reproduce aspectos de la
interaccion de las particulas de los fluidos como son la conservacion de la masa
(mamero de particulas) y de la cantidad de movimiento como se puede deducir
facilmente en los casos en que las particulas experimentan una colision (b y ¢ de la
figura 4.6).

El principal inconveniente que presenta el modelo HPP es que, debido a la
geometria cuadrada de la malla, su comportamiento hidrodindmico no es isotropico,
y ademas satisface algunas leyes de conservacion que no tienen significado fisico,
conocidas como “falsos invariantes” que pueden tener efectos no deseados (Chopard
y Droz, 1998 §3.1.4) por lo que la representacion que se obtiene de un fluido es
pobre.

De forma general, las fases en las que se divide la evolucion de un LGA son
adveccion o propagacion y colision para cada iteracion como se puede apreciar

respectivamente en las figuras 4.7 y 4.8.
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W =T = TAn

T T+l

Fig. 4.8. Fase de colision en un LGA (Bernsdorf, 2001).

También es posible tener en cuenta la presencia de un obstaculo, para lo que hay
que afiadir una tercera fase que defina la interaccion entre las particulas y el soélido
como se puede apreciar en la figura 4.9 (Lavallée et al. 1991; Noble et al. 1995;
Ziegler, 1993). La regla mas frecuente es la del rebote que simula un obstaculo de
pared aspera, consiguiendo que la velocidad en la misma sea cero. Otra interaccion
muy usada es la reflexion especular que es apropiada para simular solidos con
paredes suaves. El método que identifica al obstaculo es el llamado marcador y celda
(mark and cell), que permite definir geometrias complejas como agrupaciones de

nodos marcados u ocupados.

a) b)

Fig. 4.9. Interaccion entre particulas y solido en un LGA. a) Rebote. b) Reflexion especular.
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El bucle de las dos o tres etapas (adveccion, colision y rebote) se itera hasta que
se llega al estado de equilibrio. Llegado este punto, se pueden calcular las cantidades

macroscopicas como la densidad y la velocidad.
El nimero de particulas en un sitio r en un tiempo ¢, p(r, t) se define como:

p(ra)=3 F(ri) 4.5)

i=l1

y la cantidad de movimiento local J (r,t) , nimero de particulas multiplicado por

la velocidad u (r,t) :

I(r) =Y E (rd)e, = p(rit)u(r.) 4.6)

donde g es el nimero de vecinos considerados para un sitio del dominio.
La densidad y cantidad de movimiento a nivel macroscopico se obtienen

promediando las expresiones (4.5) y (4.6).

4.1.3.- Modelos FHP

Con el objeto de superar la anisotropia del modelo HPP, Frisch, Hasslacher y
Pomeau (Frisch et al., 1986) propusieron el modelo FHP que estaba basado en una
malla hexagonal (¢ = 6) y con una nueva regla de colision.

El modelo FHP, al igual que el HPP, es una abstraccion de un fluido a nivel
mesoscopico y, por tanto, después de cada iteracion debe cumplir la conservacion
local de la masa y de la cantidad de movimiento, tal y como expresan las ecuaciones
de continuidad y de Navier-Stokes para un fluido real. Ademas la malla subyacente
debe tener una determinada topologia para que en el limite macroscopico, cuando el
espacio y el tiempo puedan ser considerados continuos, el sistema sea isotropico.

La dindmica de estos modelos estd dada en términos de variables booleanas
(Chopard y Droz, 1998 §3.2.1) describiendo el nimero de ocupacion en cada sitio de
para cada iteracion (presencia o ausencia de una particula de fluido). Las particulas
se mueven en pasos de tiempo discretos con una velocidad constante en modulo,
apuntando, en el caso del modelo FHP, a una de las seis direcciones en las que se
encuentran los vecinos de un sitio. Se aplica el principio de exclusion por el que no
mas de una particula entra en el mismo sitio y al mismo tiempo con la misma

velocidad, es decir, solo se admite una particula por enlace de la malla.
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En ausencia de colision, las particulas se moveran en linea recta, a lo largo de la

direccion especificada por su velocidad, siendo el moédulo de ésta tal que cada

particula viaja una unidad de longitud de malla en cada iteracion y alcanza su vecino

mas cercano. Las interacciones tienen lugar entre particulas que entran al mismo sitio

en el mismo tiempo, resultando una nueva distribucién local de particulas. Para

conservar el nimero de las mismas y la cantidad de movimiento en cada iteracion,

solo unas pocas configuraciones producen colisiones no triviales (en las que las

direcciones de las velocidades de las particulas cambian). En concreto, dos son los

tipos de colisiones considerados:

1.

Cuando exactamente dos particulas entran en el mismo sitio con
velocidades opuestas, ambas son desviadas 60 grados de forma que el
resultado de la colision mantiene dos particulas con cantidad de
movimiento cero (fig. 4.10). Como se puede apreciar en esa figura el
desvio de las particulas puede ocurrir a la izquierda o a la derecha de
forma indiferente por lo que, por razones de simetria, las dos
posibilidades son elegidas de forma aleatoria con igual probabilidad.

Cuando exactamente tres particulas colisionan con un angulo de 120
grados entre sus velocidades (fig. 4.11), rebotan hacia los sitios de donde
provienen, por lo que la cantidad de movimiento después de la colision se

mantiene en el valor cero.

W \ W /
\VAVAVARRVAVAY/
VAVAVANIVAVAVAN

AYARAYA

Fig. 4.10. Colisién de dos particulas en el modelo FHP (Chopard y Droz, 1998 §3.2.1). A la

derecha, los dos posibles resultados de la colisiébn, ambos con probabilidad de
ocurrencia de 0,5.
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\WWN/ VAV
VAVAVANEN > @ <> <
AVA AVA

Fig. 4.11. Colision de tres particulas en el modelo FHP (Chopard y Droz, 1998 §3.2.1).

Existen variantes de este modelo como el FHP-II y el FHP-III que afiaden una
particula en reposo en cada sitio para obtener una regla de colision mas compleja. En
este caso, para cada colision, el nimero de particulas y la cantidad de movimiento se
conservan, pero no la energia aunque esta si es conservada de media.

Para todas aquellas configuraciones que no son obtenidas por rotaciéon de las
figuras 4.10 y 4.11, no ocurre colision y las particulas se comportan como si fueran
transparentes unas con respecto a las otras.

Las colisiones de dos y tres particulas son necesarias para evitar leyes de
conservacion adicionales (falsos invariantes) ya que las primeras desvian un par de
particulas con cantidad de movimiento total cero hacia otra direccion de la malla
conservando dicha magnitud. Las segundas, aunque desvian las particulas 180 grados
y hacen que la cantidad de movimiento neto cambie en cada linea de malla,
mantienen el nimero de particulas dentro de cada una de ellas.

Las reglas antes descritas simulan la siguiente ecuacion macroscopica (Rothman

y Zaleski, 1997 §2.5; Chopard y Droz, 1998 §3.2.3; Kandhai, 1999 §1.3):

a—u:—g(p)(u-V)u—leH)Vzu 4.7)

ot o,
Donde p [ML™] es el niimero medio de particulas por celda, p[ML'T?] es la
presion, u [LT'] la velocidad, 7 [T] es el tiempo, v [L*T™'] la viscosidad y g(p) es una

. . -3 .,
funcién que en el caso del modelo FHP tiene el valor g( p) :—6. La ecuacion
p_
(4.7) es muy similar a la de Navier-Stokes para fluidos incompresibles, excepto por
la presencia del factor g(p) en el término de conveccion. La existencia de este
término con un valor distinto a 1, indica que el modelo no posee la invarianza

galileana (Qian et al., 1992; Kandhai, 1999 §1.3; Lallemand y Luo, 2000),

consistente ésta en que el sistema obedece las mismas ecuaciones se mueva o no con
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respecto a un observador (e.g Sposito, 1976 §8.1). Esto provoca que, en flujos con
una presion constante, aquellas zonas con una velocidad relativamente alta tengan
una densidad mayor que otras con una velocidad menor. Por tanto, hay una falta de
consistencia con el comportamiento fisico de los fluidos incompresibles en los que

las fluctuaciones de densidad son pequenas. Sin embargo, en el caso de que el flujo

tenga un numero de Mach pequefio (u/cs) (Bird et al. 1960 §10.5), siendo ¢ la
velocidad del sonido, g(p) puede ser considerada como constante. Asi, normalizando
los parametros de la ecuacion (4.7) (Zz g(p)t, v= u/g(p), ;:p/g(p)), se

obtiene la ecuacion de Navier-Stokes para fluidos incompresibles.
En resumen un LGA es un método mesoscépico para la simulacion del flujo de
un fluido a escala macroscdpica, basado en las siguientes observaciones:

e La macrodinamica de un fluido es el resultado del comportamiento
colectivo de muchas particulas en el sistema y los detalles de las
interacciones microscopicas no son esenciales.

e Los cambios en las interacciones moleculares afectan a las propiedades
del transporte pero no alteran la forma bdasica de la ecuacion
macroscopica en tanto que las leyes basicas de conservacion y las
simetrias necesarias son satisfechas.

Las ventajas que ofrece la aproximacion de un LGA con respecto a los
tradicionales métodos numéricos se exponen a continuacion (Kandhai, 1999 §1.3):

e Las condiciones de borde son facilmente implementadas y hacen a este
método especialmente apto para simular flujos en geometrias complejas.

e El modelo es ideal para la ejecucion en paralelo en varios ordenadores
conectados entre si o en uno solo con varios procesadores porque la
actualizacion de un nodo solo implica el conocimiento del estado del
mismo y el de sus vecinos.

e El codigo necesario para implementar el modelo es mucho mas simple
que el correspondiente a los actuales métodos numéricos.

Los principales inconvenientes de este método estan intrinsecamente unidos a su
naturaleza discreta y son los siguientes:

e Un elevado ruido estadistico que requiere para su atenuacion promediar
sobre un gran nimero de nodos (dominios muy grandes) y realizar una

gran cantidad de iteraciones.
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e Es dificil ajustar los parametros, tales como la viscosidad y la velocidad,

que definen el flujo.

4.1.4.- El modelo de malla de Boltzmann (LBM)
Este modelo se diferencia fundamentalmente de los LGA en que en vez de tratar
con la presencia o ausencia booleana de una particula en un enlace de la malla, se

considera la probabilidad de tener una particula en ese enlace (Masselot, 2000

§2.1.2). Por tanto, se pasa de F,e{0,1} a unas funciones de distribucion de

particulas f; que varian continuamente en el intervalo [0,1].

Esta modificacion consigue reducir notablemente el ruido estadistico intrinseco a
los LGA, a la par que tiene una importante consecuencia para el comportamiento
fisico simulado ya que implica la no existencia de correlaciones entre particulas, es
decir, las wvariables boolenas F; son consideradas como variables aleatorias
independientes f. Esto es conocido como la hipotesis del caos molecular de
Boltzmann. McNamara y Zanetti (1988) fueron los primeros en considerar una
simulacién de un LGA usando la ecuacién de Boltzmann eliminando en gran medida
el ruido estadistico y reduciendo los requisitos informaticos necesarios para su
realizacion. Es dificil, en general, demostrar si la hipdtesis de caos molecular es
valida o no, pero en el caso del flujo de un fluido a escala macroscopica la teoria
cinética establece como razonable su consideracion. Sin embargo, en fendmenos en
los que las correlaciones entre particulas juegan un papel importante, tales como la
aniquilacion balistica (las particulas se destruyen cuando se encuentran) o sistemas
de reaccion-difusion (las reacciones quimicas son cruciales entre particulas que estan
en un mismo sitio), la aproximacion del LGA es mas realista que la proporcionada
por LBM.

La derivacion completa del modelo de Boltzmann estd basada en Chopard y
Droz (1998 §3.5) y en Kandhai (1999 §2.3), desarrollada a partir del FHP. A
continuacion se describen las hipotesis fisicas basicas asi como las limitaciones que
existen a la hora de modelar un fluido por el LBM.

La ecuacion general de la malla de Boltzmann es la siguiente:
fi(r+At-v, t+At)= f,(r,1)+Q,(r,t) (4.8)
donde fi(r,?) es la probabilidad de encontrar en el enlace i, una particula con

velocidad v, = (Ar/ At)-ci [LT '], en la posicion r [L] y tiempo ¢ Ar [L] es la unidad
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de longitud de la malla o resolucién y el vector ¢; [L] se refiere a las coordenadas del
nodo vecino conectado al sitio por el enlace i. Af es el incremento de tiempo. El
primer término de la ecuacion (4.8) representa la parte de propagacion y el segundo,
Q;, es el operador de colision. La principal diferencia entre (4.8) y la ecuacion
continua de Boltzmann, usada regularmente en la teoria cinética, es la estricta
discretizacion en el espacio. En la ecuacion (4.8) el tiempo y el espacio son discretos
y en la variable velocidad solo un pequefio nimero de valores son permitidos. La
forma exacta del operador de colision se vera més adelante, exponiendo por ahora los

principales requerimientos que debe cumplir:

q
e Conservacion de la masa, es decir, Q (r,t)=0, con g el namero de
1
i=1

enlaces que unen el nodo con los vecinos.

q
e Conservacion de la cantidad de movimiento, ZQ[ (r)v,=0
i=1

Las variables macrocospicas, densidad p(r.f), velocidad u(r,f) y tensor de la

densidad de flujo de la cantidad de movimientoIl,, (con « y f las componentes

espaciales de los vectores), son definidas en funcion de fi(r,f) como:

=iﬁ(r¢)

AL
u(r, t)——

4.9)

expresando II,; el flujo de la componente « de la cantidad de movimiento

transportada a lo largo del eje £.

El objetivo que se persigue es derivar el comportamiento macroscopico de la
ecuacion (4.8) en términos de p y u. Para obtener una descripcion continua, se hace
un desarrollo en serie de Taylor de segundo grado en tiempo y espacio al primer

miembro de la ecuacion (4.8):

2

2
Atd, fi+Ar(e V) f +A7t65f,~ +A7r(c,. VY fi+ArAL(e,-V)o,f, = Q, (4.10)

donde 0, =—
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Se asume que la funcion f; es suave y suficientemente diferenciable en tiempo y
espacio. Esto puede ser justificado cuando la resolucion de la malla es mucho mayor
que el recorrido libre medio (mean free path) definido como la distancia media que
las moléculas viajan entre colisiones (Rothman y Zaleski, 1997 §2.1). La obtencién
tradicional de la ecuacion de Navier-Stokes a partir de las leyes de conservacion
basicas se basa en argumentos similares conocidos como la aproximacion en el limite
continuo.

Seguidamente se aplica el desarrollo de Chapman-Enskog, muy usado en
mecanica estadistica, para resolver la ecuacion de Boltzmann (e.g. Boltzmann, 1896).
Consta de tres aproximaciones basicas:

1. La funcion de distribucion de particula f; se expande en términos de
diferente orden de magnitud, con ¢ el parametro de perturbaciéon de
pequefia magnitud.

fi=flrefl+& f+... (4.11)
Esta expansion es analoga a los métodos de perturbacion usados para la
resolucion de ecuaciones diferenciales (e.g. Hinch, 1991 §1.1).

2. Se introducen dos escalas de tiempo, haciendo una expansion multiescala
para describir la evolucion en el tiempo de las variables macroscopicas.
Es sabido que en los fendmenos hidrodindmicos los principales procesos

fisicos son la conveccion que es del orden de Ar/At, determinada por la

velocidad local del fluido, y los efectos viscosos como resultado de la

difusion de las cantidades de movimiento, cuyo coeficiente constante es
del orden de Ar’ / At . Esos dos procesos tienen lugar a diferentes escalas

de tiempo. Por tanto, las variables de tiempo y espacio se expanden como

sigue:
=00l a-m 4%,
&€ ¢ (4.12)
r O
r=— —=g0,
e or

donde 7, y £, son las escalas temporales de la conveccion y la difusion

respectivamente.

3. Finalmente f; debe satisfacer las siguientes condiciones,
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q q
p=2 1"y pu=2 fv,
i=1 i=1

Zq:filzo y Zq:ﬂlvizo
=1 =1

para [>1. Estas limitaciones son necesarias para poder encontrar una

(4.13)

unica y consistente solucion para la funcion de distribucion f.. Como se
7 7 0 I3 . . . .y
vera mas adelante fl.( ) sera considerada como la distribucion en

equilibrio y segun (4.13), las cantidades macroscopicas p y u solo

dependen de ella.
Ahora se pueden deducir las ecuaciones de equilibrio para diferentes grados del
pardmetro de perturbacion & Para obtener las relaciones para p y u, es necesario
aplicar la expansion de Chapman-Enskog a (4.10) y efectuar una suma recorriendo

todos los enlaces. Asi, para términos en O(¢) se obtienen las siguientes ecuaciones de

equilibrio,
6, p+0y,pu, =0 (4.14)
y
8, pu,, +0,,111) =0 (4.15)
donde
q9
) =>"v, v, £ (r,1) (4.16)
i=1

La expresion anterior es la aproximacioén de grado cero de la expansion de
Chapman-Enskog al tensor de la densidad de flujo de la cantidad de movimiento y en
ella se ha adoptado el convenio de suma conocido como de Einstein (e.g. Boas, 1983,
§10.11), significando que indices repetidos en un producto implican suma en las
componentes espaciales, por ejemplo:

8,5015 =5,0,, +5,0,, (4.17)

La ecuacion (4.14) establece que, para un elemento de fluido, las variaciones en
la densidad a escala temporal #; son equilibradas por la entrada neta de flujo de masa,
mientras que la expresion (4.15) describe un balance similar para la cantidad de
movimiento. Estas ecuaciones son muy similares a las de Euler para flujos de fluidos
no viscosos (sin efectos disipativos). De forma analoga se puede derivar las

ecuaciones de equilibrio para O(%):
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At At
o,p +76§ p+=00, SI0) +A0,0,, pu, =0 (4.18)
y
At At
0, pu, +0,,T10 + 78‘21 P + =0, 50,89 +A16,0,,110) =0 (4.19)

donde S es un tensor de tercer grado definido como
0 _y 0 m_\ |
Sopy = Zlviaviﬂviy.f; y = Z]:viav[ﬂf[ (4.20)

Hay que resaltar que en las ecuaciones (4.18) y (4.19), algunos términos
asociados con la escala temporal #; pueden ser simplificados usando las ecuaciones
(4.14) y (4.15). Tomando derivadas en ¢#; en (4.18), se puede deducir la siguiente

relacion:

%Gipz—%atlampua (4.21)

Usando esta expresion con (4.15), se obtiene

%ai p+ %amal 1Y+ A0, 8, pu, = %am |0, pu, +8,,11) | =0(4.22)

Si se le aplica a (4.18), se obtiene su simplificacion:

0, p=0 (4.23)

5]

Sustituyendo (4.23) en (4.19) se tiene

afp Iy~ apy

8, pu, +0,, [H“) +%(6,1HS2 +0, 5 )} =0 (4.24)
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El término HS; es la parte disipativa del tensor de la densidad de flujo de la

cantidad de movimiento. Se demostrara mas adelante que el segundo término,

%(thﬂgg + alysg))y) responde a la naturaleza discreta de la malla y no forma parte

de la hidrodindmica habitual por lo que se puede considerar como una correccidén
(conocida como viscosidad de malla) a la viscosidad cinematica. Esta es la razon por
la que el esquema es convergente en segundo grado en espacio y tiempo mientras
estd basado en métodos de diferencias de primer grado. Combinando los términos en
0() y O(€) se deduce la ecuacion general para la descripcién macroscopica de la

ecuacion de malla de Boltzmann:

O,p+V-(pu)=0 (4.25)

0 (4.26)

Ts

0,pu, +ai{l_[aﬂ +%(gatln(j,2 +§S{%J]

e
En definitiva, a partir de las condiciones generales de conservacion de masa y
cantidad de movimiento, se obtiene la ecuacién de continuidad (4.25) y la ecuacion
de la cantidad de movimiento (4.26), que es la de Navier-Stokes en una forma poco
frecuente al no estar los tensores IT y S expresados en funcion de p y u. Para
conseguir las ecuaciones finales en términos de las variables macroscopicas es

necesario expresar f;’ y f;' en funcién de la velocidad y densidad locales y evaluar

esas funciones tensoriales que dependen en gran medida de la regla de colision que

determine Q;.

4.1.5.- El modelo BGK
Aunque el término de colision €); es bastante simple en el caso del modelo HPP,
su complejidad es notable para el caso del modelo FHP-III (seis vecinos y una

particula en reposo), segun muestra la ecuacion (4.27)
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__ F(t+lLr+é)=F
+ %—FT Fiys (Fip1FipaFipo Fiys + FipaFiysFipy Figa )
— FiFiy3Fiqy Figy Fiyq Figs
+ Eeposon+3 Fz+4 (F (Fz+1Fz+2 Fz+5 + Fz+5Fz+1 Fz+2 )
— FiFiq1 Fiyz Fiys) _
Fiy3 Fuoo (Fit1FiysF; Fipy Firg — FiFip1 Fis (FiaFira + FiyaFiys )
Fit1FipsFipsFy F1+2 Fi1 - F - FiFiaFiraFip1 Figs Figs
E:eposo(F (FH-1F1+5Fz+2 F1+3 Fz+4
+ 3(FiraFiy2 Fixs (FipsFiny +FipiFigs )
— 5FiFiy1 Fiys Fiys (Fz+4Fz+2 + Fip2Fits )
+ Eo (Fi (F1+1Fz+2E+5F1+3 Fija + E+2E+4Ft+5Fz+1 Fis)
— Fi(5Fiy2 (Fip1FiyaFigs Fz+5 + Fiy3FiysFiy1 Figq )
+ FitaFipaFis1 Fipa Fiys )
Froso (Fi (Fiy1FigaFiysFipa Fiys + 1Fi1FiyoFitaFiys Fiys )
F i(FipsFipaFip Fig: Fiy2 Fiys
+ F1+4 (Ft+1F1,+3Fz+2 Fiys + Fz+2Fz+5Fz+1 Fi3)))
+ Eo(F (E+1E+2E+5E+3 Fira
+ 3Fipa(FipaFipsFiry Fips + Fz+1Fz+3Fz+2 Fits))
- FFz+3Fz+1 Fiy4 (Ft+2Fz+5 + Fz+5F1,+2 )
+ FoolFi (E+1E+4E+5E+2 Fiys
+ Fz+2(Fz+3Fz+5Fz+1 Fis + F1+1Fz+4Fz+3 Fi5))
- FFz+3F1+_2_ Fiis (FigaFip1 + Fz+1Fz+4 )
+ Fi+1Fz+2Fz+4Fz+5Fi Fiys o
- ”F E+3(E+1E+4Fz+2 Fits + FipoFiysFip1 Figg )
+ Fooo (3 iF E+1F1+3Ft+5(Fz+4Fz+2 + FiyoFira) o
- FiFiaFisa(3Fiys (FiiFips + FipsFip1 ) + FipaFi1 Fiys )
+ Fow E+2E+3F¢+4(E+1E+5F - Fi(Fi1Fiys + FiysFiy ) .
+ EpoFits(FiyiFiysF; (FipsFiya + FipaFis ) — FiFipoFipaFip1 Figs )

+ + +

+
|

(4.27)

donde F, representa a F,(rt) y Fl a (I-F). La complejidad de este término

se incrementa con el nimero de vecinos considerados, g, en la forma 27
(Masselot, 2000, §2.2.1), por lo que se deben buscar formas aproximadas que lo
simplifiquen. Higuera et al. (1989) propusieron la idea de hacer lineal el operador de
colision €; del modelo de malla de Boltzmann, en torno a su solucion local de

equilibrio reduciendo considerablemente su complejidad. Para ello, dividieron

f; (r,t) en un término de equilibrio local fl.(o) (r,t) , que hace cero a Q;, mas otro que
representaba una fluctuaciéon £ (r,¢):
f(rt)= £O(r,0)+ £ (r,1) (4.28)

en la que i representa cada enlace de un sitio con sus vecinos.

Por tanto, el término de colision quedaba de la siguiente forma:
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fi(r+e,t+1)=f(r,1)+Q, ﬂ(r,t)):
(

Se puede comprobar como se ha reducido la complejidad del operador de

colision del modelo FHP-III con respecto al de Boltzmann de 2¢ a ¢°. La eleccion
de la forma de fl.(o)(r,t) (Fermi-Dirac, Maxwell, e.g. Kittel, 1973, §13) esti

intimamente relacionada con la naturaleza del fenomeno que se desea simular.
Posteriormente se consiguio reducir aun mas la complejidad de €); hasta dejarla
en el orden de ¢ gracias al modelo BGK, correspondiendo su denominacién a las
iniciales de Bhatnagar, Gross y Krook (Bhatnagar et al., 1954) que fueron los
primeros autores que, en un contexto diferente al de los modelos de malla como era

el de las colisiones de las moléculas de gases, expresaron el término de colision

como una desviacion de una distribucion local de equilibrio fi(o) , tal que :

Lo
Qi—r(fi (r,0)= £(r.1)) (4.30)

en la que f; es una funcidn de distribucion de particulas desconocida y 7 es un

parametro llamado tiempo de relajacion. Qian et al., (1992) y Chen et al. (1992),
propusieron, de forma independiente, esta aproximacion en el que el proceso de
colision es modelado como una relajacion a la funcidon de distribucion de equilibrio

local, con lo que se tiene que (4.29) tras introducir la simplificacion (4.30) queda:

ﬁ(r+c,.,z+1)=lj§<°)(r,z)+(1—ljﬁ(r,t) (4.31)
T

T

Las colisiones conducen al sistema hacia el estado de equilibrio fi(o) definido

como (Chopard y Droz, 1998 §3.5.2):

£ :mip(a +f—2vi -u+v%u2+v£4(vmv,ﬁuauﬂ)j (4.32)
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donde m;, a, b, e y h son coeficientes propios de cada tipo de malla y deben
satisfacer los requerimientos de simetria asi como las leyes de conservacion de masa

y cantidad de movimiento.

Para completar la evaluacion de la ecuacion (4.26) es necesario determinar ﬁ(')
en funcién de la densidad y velocidad macroscopicas. Sin entrar en detalles, su
deduccion esta basada en un desarrollo en serie de Taylor del operador de colision
alrededor del estado de equilibrio (Chopard y Droz, 1998 §3.5.2), resultando:

£ = —Atr%mi (vmvl. y -“%5&,,}31& pu (4.33)

v

Una vez definidas todas las simplificaciones a las que se somete el término de
colision se deduce la derivacion del comportamiento macroscopico del modelo BGK
(que es el de Boltzmann con las simplificaciones adoptadas para el término de
colision). Un punto de partida natural seria el uso de la malla hexagonal del modelo
FHP, pero tiene el inconveniente de que su geometria es poco apropiada para el uso
de la programacion en paralelo en la que una malla cuadrada o rectangular es
procesada de una forma mas natural, a pesar de la existencia de una simple
transformacion de coordenadas que permite el paso de una malla hexagonal a otra
cuadrada. Ademas aparece el problema del tratamiento especifico de las condiciones
de borde. La ventaja de usar la malla hexagonal es el isotropismo. Dentro del grupo
de mallas que tienen esta propiedad esta la FCHC (Face-Centered-Hyper-Cubic) que
es una malla tetradimensional con 24 sitios vecinos, cuyo vector de coordenadas de

(c;) se obtiene de la forma (Rothman y Zaleski, 1997 §5.2):
¢, = permutaciones (+1,+1,0,0) (4.34)

La gran ventaja de esta malla o politopo es que tiene un grupo suficientemente
grande de simetria. En realidad no se trabaja en cuatro dimensiones sino con su
proyeccién en tres y dos dimensiones. Hay un correspondencia simple entre las 24
velocidades de FCHC y un patron fundamental de la malla cubica que tiene en
cuenta primeros y segundos vecinos. Si, por ejemplo, se consideran los tres primeros

componentes de ¢; se obtienen 12 vectores de la forma
k, =perm(+1,+1,0) (4.35)

que descansan en las diagonales de una malla tridimensional cibica y conectan a

los segundos vecinos. Hay otros 6 vectores
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k, =perm(+1,0,0) (4.36)
que conectan los vecinos mas cercanos o primeros de la malla cibica. Cada uno
de estos vectores corresponden a un par de vectores tetradimensionales. Por ejemplo,
k =(1,0,0) es la proyeccion de
k =(1,0,0,1) y k =(1,0,0-1)
Esta proyeccion en 3D da lugar a la malla D3Q18 o D3Q19 (tres dimensiones y
18 vecinos, considerando en el ultimo caso la presencia de particulas en reposo en el

centro de la malla).

En la proyeccién de FCHC en 2D, hay cuatro particulas con velocidad (0,0), 16
en las uniones con los vecinos mas cercanos (con velocidad v:perm(irl,O)) y
cuatro en las diagonales con velocidad del tipo v:perm(il,il). La proyeccion

resultante se puede apreciar en la figura 4.12.

A

—_—

A\ AN

A

v

Fig.4.12. Proyeccion de FCHC en una malla cuadrada en 2D. Los niimeros indican la cantidad de
vectores que se proyectan sobre el vector bidimensional.

Las mallas que se pueden obtener son las D208 o D209, con la misma
observacion que antes al tener en cuenta o no la presencia de particulas en reposo.

Definitivamente para la derivacion macroscépica del modelo BGK se escoge la

malla D208, en la que cl.:[cos(%(z’—l)),sin(%(i—I)D y la velocidad

Ar . . . . Ar
\7 :A_ci para las direcciones horizontales y verticales, y v, =2 A_ci para las
t t

1

diagonales.

La simetria de la malla seleccionada permite derivar las siguientes relaciones:

8 8 8
Zml.via =0 Zml.vmviﬂ =12v%5,, Zml.viaviﬂviy =0 (4.37)
i=1 i=1 i=1
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8
_ 4
D MY, Vi =4 (8,58,5 40,045+ 6,50, ) (4.38)
i=1

con o, la funcion delta de Kronecker.

(

Usando las expresiones para f.(o), f ! y las relaciones de simetria se pueden

1 1

yH(l). Con las condiciones (4.39) y teniendo en cuenta la

calcular 1Y), S op

aff> “afy
isotropia de la malla se pueden obtener los coeficientes de la distribucion de

equilibrio (4.40) y (4.41):

8 8
p=2 "y pu=3 1, (4.39)
i=1 i=1
a=L p=L (4.40)
20 12
y
12h+20e=0 (4.41)

con lo anterior, Hffﬂ) puede ser simplificado de la siguiente forma

2

I1 8 h
(0‘(12 = zviaviﬂ,f;((]) (r3t) = 12V2 (a + (e"'gj u
i=1

v_zJ PO, +8hpuu, (4.42)

Con el objetivo de conseguir la invarianza galileana el coeficiente situado

: : . 1 ,
delante del término convectivo debe ser igual a 1 y por tanto 4 = . Como ademas,

-3 .
usando (4.41) se cumple que e = 20 Hff,} puede ser escrito como

1Y) = pé,, + pu,u, (4.43)

donde la presion p es definida como

2
p:%vz(l—ggjp:cfanO(uz) (4.44)

en la que c¢; es la velocidad del sonido que es un parametro propio de cada malla

y cuyo calculo se hace partiendo de la aproximacion de Euler (no hay efectos

viscosos) considerando un fluido en reposo (u = 0) con una determinada densidad p.

Las pequenas fluctuaciones Ap y Au que se originan, obedecen a una ecuacion de

onda con una velocidad de propagacion a la que se llama velocidad del sonido, c;.
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Es interesante advertir que en (4.44) la presion es independiente de la velocidad.
Este efecto no fisico puede ser eliminado mediante la introduccion de particulas en

reposo en el modelo. Teniendo en cuenta la simetria de la malla y las expresiones de
fl.(o) y fl.(l) se pueden deducir andlogamente HS} Ysz;)y (Chopard y Droz, 1998
§3.5.2),

A1) = Av’z| (12a-4b)3,,V - pu—4b(0,pu, +0,pu,)| (445

usando &0, =0
ly 4

y
2
0 _Y

Sur =3 p(u,0,,+u,s,, +u,d,) (4.46)

Sustituyendo (4.45) y (4.46) en (4.26) y tras algunas operaciones algebraicas se

obtiene

8,pua+puﬁ8ﬂua+uaV-pu:—aap+Atv2(§—éjV2pua+
(2 |
+An | T E—l2a - §—6a 0,V pu

En el caso de un fluido incompresible se tiene que V:pu=0 y (4.47) toma la

(4.47)

forma de la ecuacion de Navier-Stokes:

du+(u-Viu= —leJrUlezu (4.48)
P

donde vy es la viscosidad cinematica del fluido en unidades de malla al

cuadrado por unidad de tiempo.

A 1
v, = 3 (T—E] (4.49)

Como se puede comprobar vp, a diferencia de los LGA, es un parametro

facilmente ajustable en funcion del pardmetro de relajacion 7. La forma general de

(4.49) es la dada por Qian et al. (1992):

v, =c; (T —%j (4.50)

Aunque los flujos que se van a analizar més adelante son viscosos con un
nimero de Reynolds (Re) pequefio, si se quisiera simular uno poco viscoso con un

valor de Re grande existiria la limitacion de la aparicion de una viscosidad negativa
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para 7 <1/2. Una solucion a este problema es la propuesta por Hou et al. (1996), y
que aparece resumida en Masselot (2000, §2.2.3).

Una formulacion muy comun para la distribucion de equilibrio fi(o) es la
propuesta por Qian et al. (1992) que viene dada por una distribucion de Fermi-Dirac

(e.g. Kittel, 1973 §9)

(0) _ ! 4.51
/. 1+exp(—A—B~c,.) (4.51)

Con 4 y B como parametros seleccionados de forma que se conserve la
densidad local y la cantidad de movimiento y ¢; el vector de coordenadas del vecino
en el enlace i. Si se desarrolla en serie de Taylor la expresion (4.51), se obtiene:

2
7= pt, [1 + e +lf—““’;‘“J v } (4.52)

c 2\ ¢ 2¢?

S

donde %, es la componente de un vector k cualquiera en la dimension a 'y los ¢,

son factores de ponderacion que dependen del nimero de componentes del vector v;,
tal que el subindice p = p(i) =|V,,|2. Por ejemplo, en un modelo cuadrado de dos

dimensiones, #) pondera a las particulas en reposo, #; a las que se mueven
horizontalmente y verticalmente y ¢, a las que se mueven diagonalmente. El conjunto
de parametros ¢, para los modelos de malla mas comunes (figura 4.13) se exponen en

la tabla 4.2 (Masselot, 2000 §2.2.2).

o—0—©
D103

D3015 D3019

Fig. 4.13. Tipos de malla usados frecuentemente.
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Tabla 4.2. Pardmetros de los modelos DdQq BGK mas comunes. (d = nimero de dimensiones y
g = numero de vecinos)

Vecinos

Modelo % h n & l Ci considerados

DiQ3 2/3 1/6 0 0 0 1/3 | Los més cercanos

DIQ5 1/2 1/6 0 0 1/12 1 Los situados a distancia 1 y 2

D204 0 1/4 0 0 0 1/2 | Los mas cercanos

D207 172 1/12 0 0 0 1/4 | Hexagonal

D209 4/9 1/9 1/36 0 0 1/3 | Los més cercanos y diagonales

D30I5 2/9 19 0 172 0 13 fublcos', mitad de las caras mas
as esquinas

D3019 13 118 | 136 0 0 13 Cubicos, mitad de las caras y de
los bordes

D4Q25 1/3 0 1/36 0 0 1/3 4D

4.2.- Resumen de los aspectos principales de los modelos de Boltzmann (LBM) y
BGK
Los LBM aprovechan las ventajas de los LGA, tratando de reducir su principal

inconveniente que es el acusado ruido estadistico para lo que se aplica el principio
basico de operar con funciones de distribucion de particulas més que con particulas

individuales (fig. 4.14)

\ | 4 N /
N 7 ~ 7
\\ i // \14 f3 /3,2
N / N ’
~9, fs AN P
—-e — K con f € [0,1]
4 e \ ﬁ
// \ / // \\
) N /6/ f7 fg\\
4 AN ,/ AN

Fig. 4.14. Paso del LGA al LBM. (Bernsdorf, 2001).

Una vez introducidas las simplificaciones del operador de colision del LBM que
permiten hacerlo lineal e introducir el parametro de relajacion en su expresion, se
llega al modelo BGK que est4 basado en los siguientes condiciones fisicas:

e Se acepta la hipdtesis de caos molecular de Boltzmann.
e La expasion de Chapman-Enskog y el parametro o tiempo de relajacion

hasta la distribucion de equilibrio son validos en el limite de un pequefio
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numero de Knudsen, definido éste como el cociente del recorrido libre
medio y la longitud caracteristica del flujo (Bird et al., 1960 §2.3).

e La expansion de la funcion de distribucion de equilibrio es solo valida en
el limite de un nimero pequenio de Mach.

e La geometria de la malla y los coeficientes de la distribucion de equilibrio
deben ser elegidos de tal modo que las ecuaciones macroscopicas sean

isotropicas.

En el modelo BGK se pueden diferenciar dos etapas:

1. Adveccion, en la que

fi(r+c,t+1)= f(r,) (4.53)

2. Relajacion hacia la distribucion de equilibrio

ﬁ(r,t)=lﬁ(°)(r,t)+(1-ljﬁ(r,t) (4.54)

T T

enla que 7" (r,t) se determina usando (4.52).

Las cantidades macroscopicas (tabla 4.3) se pueden obtener en términos de

momentos de la funcion de distribucion de particulas £, (r,¢):

Tabla 4.3. Obtencion de las cantidades macroscopicas a partir de fl (r,t)

Densidad local P= Z /; (r’ t)
> fi(rt)e
Velocidad de flujo u=—
o,
. . 5 1
Viscosidad v=c | T _E
Presion p= ,OCS2
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Las principales ventajas que presenta el modelo BGK se enumeran a

continuacion (Chen y Doolen, 1998; Wolf-Gladrow, 2000):

1. Se consigue una facil y eficiente integracion de geometrias complejas
mediante “marcador y celda”. (Igual que en LGA).

2. Se trata de un método local por lo que es facil su implementacion usando
programacion en paralelo. (Igual que en LGA).

3. No tiene ruido estadistico. (Nueva ventaja respecto a LGA).

4. Como consecuencia de la anterior no son necesarios dominios con gran
numero de nodos. (Nueva ventaja respecto a LGA).

5. Se pueden controlar facilmente los parametros del flujo. (Nueva ventaja

respecto a LGA).

Entre sus limitaciones mas importantes:

1. Tiene un elevado coste de célculo al estar operando con nimeros reales.

2. Pueden aparecer problemas de inestabilidad numérica.

Finalmente, se presenta en la figura 4.15 un resumen de la evolucion desde el
automata celular (AC) hasta el modelo BGK que es el Boltzmann (LBM)
modificado, pasando por los distintos modelos de LGA (HPP y FHP), indicando las

limitaciones superadas en cada caso.
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Autdmata
Celular (AC)

i Especificidad para fluidos

HPP LGA

i Isotropia

FHP I

i Invarianza galileana

FHP II

i Invarianza galileana para nimeros de Mach pequefios

FHP III

i Eliminacion ruido estadistico

LBM no lineal

i Reduccion de la complejidad del operador de colision

LBM lineal

i Tiempo de relajacion y flexibilidad en ajuste de viscosidad

BGK

Fig. 4.15. Evolucién de los modelos LGA y LBM.

4.3.- Qué problemas son aptos para el uso del Método de Malla de Boltzmann
(LBM)
Esta pregunta es la que plantea Succi (2001 §15), dando como respuesta la
adjudicacion de los problemas a cuatro categorias: 1) No se debe usar, 2) Puede

usarse, 3) Es aconsejable su uso y 4) Debe usarse.
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No se debe usar.
El LBM todavia no puede competir con los modelos que son capaces
de simular flujos con una fuerte compresibilidad y con efectos

sustanciales de transferencia de calor.

Puede usarse.

Esta categoria es la mas amplia porque, segin Succi (2001 §15.2),
cualquier problema de fluidos puede modelarse en la forma del LBM. En
muchas ocasiones la posibilidad de resolucion usando programacion en
paralelo es la que marca la diferencia de la respuesta. Por ejemplo, el
régimen turbulento en tres dimensiones se puede simular usando
esquemas de diferencias o volimenes finitos. Sin embargo el LBM es
preferible porque su sencillez permite una rapida preparacion para su
ejecucion en paralelo. En definitiva, esta categoria comprende, entre
otros, problemas de flujos turbulentos en geometrias sencillas como
pueden ser canales. Para geometrias mas complejas el LBM estéd
ligeramente retrasado son respecto a los métodos que se usan

habitualmente.

Es aconsejable su uso.

Aqui hay problemas como flujos mono y multifase en geometrias
irregulares (medios porosos) ya que el LBM tiene como caracteristicas,
especialmente adecuadas a este tipo de problemas, el facil manejo de
condiciones de borde irregulares y la facil incorporacion de fuerzas
externas que dirigen las transiciones de fase que permiten describir flujos
complejos mejor que si se usa una aproximacion compleja. En definitiva,
el uso del LBM es aconsejable en aquellas situaciones en las que las
ecuaciones hidrodindmicas no se pueden ajustar bien. Geometrias como
las de los coches o los aviones forma parte de esta categoria e incluso
podrian estar incluidas en la siguiente. La principal ventaja es la facilidad
de uso y la rapida configuracion de geometrias complejas que es una
dificultad en la mayoria de herramientas comerciales aplicadas a la

dindmica de fluidos.
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4) Debe usarse
Segtiin Succi (2001 §15.4) esta categoria no tiene problemas bien
definidos, salvo el caso de los correspondientes a la microdindmica
fluctuante como es el caso de los flujos con particulas suspendidas.
Candidatos a esta categoria son los de la clase 3 y los de la 2 que tengan

un gran potencial de ejecucion en paralelo.

4.4.- De las unidades de malla a las unidades fisicas

En este trabajo se usaran fundamentalmente los nimeros sin dimensiones como

el nimero de Reynolds o de Péclet a la hora de definir un flujo. Sin embargo, en

determinadas circunstancias, es conveniente expresar el resultado de la aplicacion del

método de malla de Boltzmann en unidades fisicas. Succi (2001, Ap. D) explica los

pasos fundamentales que permiten pasar de unidades de malla a unidades del sistema

cgs. De forma resumida €stos son los siguientes:
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1) Longitud
La mayoria de las simulaciones con el LBM adoptan la resolucion de
la malla Ax como la unidad de espacio. Por tanto, si se usan N nodos para

representar una longitud de L cm la unidad de espacio es

S, =Ax= (cm) (4.55)

L
N
2) Tiempo
La unidad de tiempo en un LBM es el ciclo o iteracion. Su valor
fisico se define gracias a la velocidad del sonido. Si Cs es su valor en
unidades fisicas y ¢ el correspondiente en unidades de malla se tiene
que:

cS

S, =At=

Ax (segundos) (4.56)

O su otra version:

(segundos) (4.57)
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Donde N tiene el mismo significado que en el caso de la longitud y T
es el tiempo que tarda una onda de perturbacion en recorrer una distancia

L.

3) Masa
Como las particulas que se mueven dentro de la malla se consideran
tipicamente de masa unidad,

S, =m (gramos) (4.58)

El resto de cantidades fisicas pueden ser derivadas una vez conocidas S;, S; y Su.

Succi (2001, Ap. D) también responde a una pregunta de cuantas moléculas
fisicas Sy representa una particula en el LBM. La solucioén propuesta por este autor es
la siguiente: para una densidad reducida d,.; (entre cero y uno) con g vecinos por
sitio, el nimero de particulas en el sitio serd gd,.;. Si n es la correspondiente
densidad fisica (por ejemplo moléculas por cm’) y teniendo en cuenta que una celda
de malla corresponde a un volumen de S’ cm’, se tiene:
ns}

S =
! qdred

(4.59)
4.5.- Conclusiones

La principal virtud del modelo BGK es que es capaz de reproducir el complejo
comportamiento de un fluido sin las limitaciones que puede tener la integracion
numérica de la ecuacion de Navier-Stokes por otros métodos. Esta ventaja tiene
como contrapartida la dificultad practica en el uso de este modelo, al requerir una
potencia de céalculo no presente en un ordenador personal. Esta limitacion es

superada mediante la programacion en paralelo descrita en el anexo II.
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4.7.- Notacion
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parametros de la expresion de la funcidon de equilibrio como una
funcién de Fermi-Dirac.

automata celular.

evolucion del modelo de malla de Boltmann que se basa en las
ideas de Bhatnagar, Gross y Krook para la simplificacion del
operador de colision.

vector que une un nodo con su vecino i.

valor de la velocidad del sonido en unidades fisicas.

velocidad del sonido (parametro de la malla elegida).

de forma genérica esta es la forma en la que se designan los
diferentes tipos de malla, siendo d el nimero de dimensiones (1,
2, 3) y g el nimero de vecinos.

densidad reducida.

diferencial de tiempo.

funcion que indica la probabilidad de encontrar una particula

viajando en la direccion ¢; hacia el sitio r en el tiempo ¢ Es un
numero real entre cero y uno.

fluctuacion de la funcion f, (r,t) con respecto a la de equilibrio

en el sitio r en el instante .
funcion de equilibrio.

funcion que indica la ausencia o presencia de una particula
viajando en la direccion ¢; hacia el sitio r en el tiempo ¢« Su
valor es cero o uno.

Face-Centered-Hyper-Cubic, malla tetradimensional, cuya
proyeccion en dos y tres dimensiones da lugar a topologias de
malla muy usadas en el modelo de Boltzmann.

LGA original de Frisch, Hasslacher y Pomeau.

factor que cuando es distinto de 1, hace que el sistema no tenga
la invarianza galileana.

LGA original de Hardy, Pomeau y de Pazzis.

denominacién genérica de un vecino.

cantidad de movimiento.

de forma genérica, los vectores de posicion de los vecinos de un
nodo concreto.

longitud real de la malla en una direccion.

método de la malla de Boltzmann.

automata de gas de reticula.

masa de una particula discreta.

coeficientes propios de cada tipo de malla para la determinacion
de la funcién de equilibrio.

numero de nodos de la malla en una direccion.

numero de vecinos de un nodo; densidad fisica

estado de un nodo r en el tiempo z.
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0(e), O(&)...... representacion de los términos residuales del desarrollo en serie
de Chapman-Enskog de grado igual o superior a uno o a dos,
respectivamente.

)72 presion; probabilidad.

J 20 I subindice de los factores de ponderacion ¢, que aparecen en la
funcién de equilibrio.

Geoeereeenreeeeinaenns numero de vecinos de un nodo.

| TSRS vector que determina la posicion de cada nodo en la malla.

D regla de actualizacion de estado de un nodo.

Re.ooieiene nimero de Reynolds.

Sepyceeeeevenenininn tensor de tercer orden.

ST, unidad de espacio.

YT unidad de masa.

N moléculas fisicas que una particula representa en el LBM.

S e, unidad de tiempo.

T, tiempo que tarda una onda de perturbacion en recorrer una
distancia L.

oo, tiempo.

Hy Do escalas temporales de la conveccion y la difusion.

LLOD e, tiempo, viscosidad y presion normalizados por g(p).

U(r,0) e velocidad macroscopica en el sitio r en el instante ¢.

Voterieeienieeie e velocidad

Vit eeeeeaeeaaaaans velocidad de una particula en el enlace i.

Vigs Vif ceverervenens componentes 'y £ de la velocidad en el enlace i.

VX i, componente horizontal de la velocidad macroscopica.

VY oo componente vertical de la velocidad macroscopica.

O L, componentes espaciales de los vectores.

L malla regular que representa al espacio.

Ogf ovvenvenenennnes funcion delta de Kronecker.

JAY ORI resolucion de la malla.

JAY ST incremento de tiempo.

Ereeereeeereeenneens parametro de perturbacion de pequefia magnitud en el desarrollo
en serie de Chapman-Enskog.

| 7 SO tensor de la densidad de flujo de la cantidad de movimiento.

o SR densidad.

ON(I,t) e suma de celdas vecinas vivas de un sitio r en un tiempo ¢ en el
AC denominado juego de la vida.

Toeeeereeenveeenens parametro o tiempo de relajacion hasta alcanzar el estado de
equilibrio.

D oo viscosidad.

Ulb eeeeeeeeeeeeeeennnn viscosidad cinematica del fluido.

Qi e, operador de colision.
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5

Simulacion de Flujos Usando el Modelo BGK

5.1.- Simulacion de flujos en régimen permanente con el modelo BGK

En este capitulo se muestra la capacidad del modelo BGK para describir tipos de
flujo estudiados en Mecanica de fluidos. Algunos autores (e.g. Rothman y Zaleski,
1997 §6.1; Chopard y Droz, 1998 §3.5.3; Succi, 2001 §7, 9) han presentado
resultados similares a los expuestos en este capitulo sin tener en cuenta la posible
presencia de multiples obstaculos. A continuacidon se van a exponer los campos de
velocidades obtenidos de las simulaciones, hechas con el programa descrito en al
anexo II, usando el modelo BGK con la malla D2Q9 para un flujo en régimen
permanente que es forzado de izquierda a derecha imponiendo una velocidad de
entrada (aquella que no estd modificada por la presencia de una barrera) Uey,x = 0,1
unidades de malla (u.m.) por ciclo y Uy = 0, en el margen izquierdo y diversas
configuraciones de obstaculos. Se imponen condiciones periddicas en la direccion Y
de la malla con el objeto de que las particulas de fluido que salen del dominio por la
parte inferior, ingresen de nuevo en el mismo por la superior y viceversa. Para el
caso de un obstaculo de seccion circular de radio » = 10 u.m. y un flujo de nimero de
Reynolds (Re) igual a 0,923 (7= 7), las isolineas de las componentes horizontal y
vertical de la velocidad son diferentes segun el tamafio del dominio problema

considerado, como se puede apreciar en las figuras 5.1 y 5.2.

0.15
0.025
0.12
= 000 T 001
2 3
> 006 > -0.005
/ (u.m./ciclo) 003 -0.02
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0 -0.035
X (u.m.) X (u.m.)

Fig. 5.1. Isolineas de velocidad en direccion X e Y para un dominio de nx=200 y ny =100.
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300 300
-
2501 250
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009 L, 0.014
0075 _ , 0.008
006 5 150 0.002
0.045 > - -0.004
0.03 100 \ \ -0.01
0.015 N\ -0.016
50- 0 50 -0.022
Ux
(u.m./ciclo)
50 100 150 200 50 100 150 200
X (u.m.) X (u.m.)

Fig. 5.2. Isolineas de velocidad en direccion X e Y para un dominio de nx=200 y ny =300.

En el caso de la velocidad paralela a la direccion del flujo (X), que es en la que
mas influyen las condiciones de borde periddicas impuestas en la direccion
perpendicular, se observa como para valores de Y inferiores a 100 u.m. y superiores a
200 u.m en la figura 5.2 se alcanzan velocidades superiores a la velocidad de entrada,
mientras que en la figura 5.1 esto sucede para valores de Y inferiores a 30 um. y
superiores a 70 u.m. En este caso las velocidades son mayores que las de la figura
5.2. Este es el efecto de las condiciones de borde periddicas en un dominio pequefio,
ya que en realidad se estd simulando es el flujo entre dos obstaculos de seccion
circular separados en el eje Y una distancia de 100 u.m. Esto se puede comprobar
duplicando el mapa de isolineas de la velocidad Ux de la figura 5.1 y uniendo el

original y la copia por el borde superior o inferior (fig.5.3)
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Fig. 5.3. Efecto de las condiciones de borde periddicas en el campo de velocidades Ux.

2

v =Ursin@ -4
2

periddicas deben ser eliminadas de alguna forma.

Las velocidades maximas se alcanzan en la linea media entre los dos obstaculos
y a la altura de los mismos (zonas mads claras), lugar que se corresponde con los
bordes superior ¢ inferior de la malla original. Esto no tiene sentido fisico pues en un
flujo de estas caracteristicas, las maximas velocidades se producen en las
inmediaciones de la barrera que es donde se reduce la separacion entre las lineas de
corriente como se puede ver en la figura 5.4, obtenida con la funcion de corriente
w [L*T™], siendo U [LT™] la velocidad del flujo en el infinito, donde no se advierte

la influencia del obstaculo, (7,6) las coordenadas polares y a [L] el radio del

(5.1)

Por lo tanto, las perturbaciones originadas por las condiciones de borde
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Fig. 5.4. Lineas de corriente que describen el flujo alrededor de un obstaculo circular.

La solucion es la recogida en la figura 5.2 en la que se aumenta la dimension Y
del dominio, con lo que de forma efectiva se incrementa la separacion entre el
obstaculo real y sus “copias” periddicas, disminuyendo considerablemente los
efectos de las condiciones de borde antes aludidas. Por ello se recomienda que la
separacion entre el centro de obsticulo y los bordes superior e inferior sea como
minimo de cinco veces el diametro de la seccion circular de la barrera. Ademas para
su uso en posteriores célculos, el dominio mostrado en la figura 5.2 se recorta para
que su dimension sea de nx =200 y ny = 100-200.

El nimero de Reynolds (Re) del flujo tiene gran importancia. Para flujos muy
viscosos con un Re pequeio se puede aplicar la simplificacion, recogida en los
trabajos de Ladd (1994), Verberg y Ladd (1999) y Ladd y Verberg (2001), que sélo
considera los términos que tienen potencias de la velocidad de exponente uno en la
expresion de la distribucion de equilibrio, transformandola en:

9= pt, {H%} (5.2)

c

s
El resultado de usar la expresion anterior es el que se mostrd en la figura 5.2. Lo
que se obtiene con la expresion completa de la distribucion de equilibrio para el caso
de un obstaculo de seccion circular con las mismas condiciones de flujo que antes, se

puede ver en la figura 5.5.
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Fig. 5.5. Isolineas de velocidad usando la expresion completa de la distribucion de equilibrio.

La distribucion de velocidades ya no es simétrica con respecto a un eje vertical
que pasara por el centro del obsticulo como ocurre en la figura 5.2. Se puede
apreciar como la velocidad paralela al eje X pasa del valor de entrada a cero, en la
superficie del obstaculo, en menos espacio del que aguas abajo de la barrera necesita
para recuperar ese mismo valor. En el caso de las isolineas de Uy la asimetria se hace
ain mas patente. Por lo tanto, parece adecuado aplicar la expresion simplificada para
la situacion de un flujo muy viscoso en régimen permanente.

Con las dos consideraciones hechas anteriormente se hicieron diversas
simulaciones en las que se mantenian la velocidad inicial del flujo, pero se variaba la
forma y disposicion de los obstaculos, obteniendo los correspondientes campos de
velocidades. Asi, para un flujo con el mismo valor antes expuesto para su velocidad
inicial no alterada por la presencia de barreras y con un Re = 0,22, (7 = 28) se
obtienen las figuras siguientes en las que cada flecha representa el moddulo y

orientacion de la velocidad en ese punto de la malla:
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Fig. 5.6. Campo de velocidades para un flujo viscoso (Re = 0,22) en régimen permanente en
presencia de diferentes obstaculos.
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Fig. 5.6. (cont.). Campo de velocidades para un flujo viscoso (Re = 0,22) en régimen permanente en
presencia de diferentes obstaculos.
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Si se comparan los dos ultimos graficos de la figura 5.6, se ve que en la primera
aparecen zonas en las que no hay flechas, denotando que el campo de velocidad en
las mismas es cero. Esto es debido a la poca distancia que separa a las barreras en la
direccion Y. Cuando esta separacion aumenta, las regiones con velocidad cero
desaparecen.

En esta simulacion la interaccion entre el material fluyente y el obstaculo, se
caracteriza con la regla del rebote, logrando, como se puede apreciar en las figuras
5.1, 5.2 y 5.5, una velocidad nula en la superficie de la barrera, aunque de forma mas
precisa ese valor se alcanza a mitad de camino entre el sitio solido y el libre
(Stockman, 1999). En los problemas que se van a analizar en adelante, esta
circunstancia no tiene incidencia alguna pero hay casos, como por ejemplo cuando se
estudia la capa limite de un liquido en las proximidades de un obstaculo, que obligan
a un refinamiento de la malla en esas zonas (Filippova y Héanel, 1998; Krafcyzk et

al., 2001).

5.2.- Simulacion de flujos turbulentos con el modelo BGK

Si se desea simular flujos turbulentos, es conveniente hacer algunos comentarios
sobre las modificaciones que debe sufrir el modelo BGK. Como se dijo
anteriormente la viscosidad se puede ajustar mediante la expresion

) 1
V=cC, (1—5] (5.3)

donde v [L*T'] es la viscosidad cinematica del fluido, ¢; [LT'] es la velocidad
del sonido, pardmetro que depende de la geometria de la malla seleccionada y 7 [T]
es el tiempo de relajacion. Si se quisiera simular un flujo en régimen turbulento, es
decir con un niumero de Reynolds (Re) grande, se deberia hacer que la viscosidad
tomara un valor pequefio. Sin embargo, existe la limitacién de que para valores de
7<0,5 el modelo BGK sufre inestabilidades numéricas.
Ante esta circunstancia, las posibles soluciones que se pueden adoptar aplicando
el modelo BGK para obtener valores de Re altos serian las siguientes:
1. Incrementar la velocidad del flujo U, con lo que si el fluido es

incompresible, aumenta el error en este aspecto.
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2. Disminuir 7, con lo que la simulacion puede no llegar a término como
consecuencia de las inestabilidades numéricas.
3. Incrementar el tamafio del dominio problema, necesitando mayor

memoria y procesadores mas potentes.

Hou et al. (1996) propusieron una forma para superar esta limitacion del modelo
BGK, resumida posteriormente por Masselot (2000 §2.2.3). El método se basaba en
la simulaciéon de remolinos grandes, aquellos cuyo tamafio es mayor que la
resolucion de la malla, y tratar de extrapolar lo que ocurre a una escala de resolucion
mas pequena.

Partiendo de un nivel basico de escala, con una variable fisica definida w (w

puede ser f;, u, o p), se establece una escala mayor en la que se realizaran los

calculos, expresando w en este nuevo nivel con una convolucion:

w(r):jw(r’)-G(r-r’)dr' (5.4)

donde G es un filtro espacial, como por ejemplo el promedio de los valores de w
en un sitio de la malla y sus vecinos. Hou et al. (1996) demostraron cémo esta
extrapolacion a pequefia escala puede ser introducida como una viscosidad
cinematica espacialmente dependiente v, teniendo en cuenta la viscosidad original

v, mas la llamada viscosidad de remolino residual v, :
v= v, +U, (5.5)

La viscosidad de remolino es considerada en muchas ocasiones como un artificio
empirico sin una conexion clara con la fisica subyacente. Sin embargo, funciona bien
y muchas aproximaciones la usan. Entre estas aproximaciones esta el modelo de

viscosidad de remolino de Smagorinsky (e.g. Pope, 2000, §13.4; Succi, 2001 §9.5)

que define v, como:

v =C

t smago

S| (5.6)
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donde |S | =, IZSaﬂSaﬂ es la magnitud del tensor de tensiones S ;, y Conago €5 Un

parametro externo denominado constante o viscosidad de remolino efectiva de
Smagorinsky.

Como la viscosidad cinematica y el tiempo de relajacion estan relacionados por
la expresion (5.2), también se puede considerar un tiempo de relajacion de remolino

7.

- 1 v,
T = 5: c2 E:T0+C_ZZT0+T’ (5-7)

s N

Dol

El tensor de tensiones es tradicionalmente calculado mediante diferencias finitas

a partir de su definicion:

Saﬁ=l Oua | Oup (5.8)
2{ Ox, Ox,

Sin embargo, en el modelo BGK, cuando los efectos de grado superior de la

velocidad y los errores de incompresibilidad son despreciados, S

.5 buede ser

deducido a partir del tensor de densidad de flujo de la cantidad de movimiento IT,

(Chopard y Droz, 1998 §3.5.2).

My - G ) L 1 Cn sy
C,\ Ox, Ox, 2tp C,

donde C; y C,4 dependen de la geometria de la malla escogida y se determinan a

partir de

q
Ztvi‘viaviﬂ =G0,
i=1

q
th‘vi‘vmvi Vo =Ci (8,50, +0,,8,5+6,,5,)) (5.10)
Va,p,y,0

con g el nimero de direcciones de la malla (ocho por ejemplo en el modelo
D209), v, es la componente o del vector de la velocidad con que las particulas se

mueven en el enlace i, los 4, son coeficientes propios de cada malla (tabla 4.2
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§4.1.6), cuyo valor es elegido de acuerdo con las ecuaciones de conservacion de la
masa y de la cantidad de movimiento y J,5 es la funcion delta de Kronecker (e.g.

Boas, 1983, §3.9).

5.2.1.- Algoritmo de cdlculo de
Este algoritmo se basa en el tensor de la densidad de flujo de la cantidad de

movimiento:

=Y (777 (5.11)

cuyo producto escalar es Q=II_,-II_;, donde se ha seguido el convenio de

7
suma en indices repetidos (e.g. Boas, 1983 §10.11).

La relacion entre O y |S| se obtiene al sumar sobre los indices espaciales la

expresion (5.8):

c, 1
N =TT +T,)\@ (5.12)

C 1
=uv =cr =C i 5.13
z)t Cs z-t smago C4 2p(f0 +Tt) Q ( )

Al resolver esta ecuacion de segundo grado para z; > 0, se obtiene el valor de 7 :

-1 2C, O
rg[\/rhcm@?c%—ﬂo] (5.14)

P

con lo que la ecuacion de evolucion queda de la siguiente forma:

5.2.2.- Funcionamiento del modelo de Smagorinsky
Segun Masselot (2000. §2.2.3), las inestabilidades numéricas se originan cuando
las f; alcanzan valores negativos, por ejemplo cerca de un obstaculo donde la tension

es alta, y el tiempo de relajacion es demasiado pequeiio. Estos valores negativos
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pueden ser evitados incrementando 7 pero esto va en contra del objetivo de alcanzar
una viscosidad pequefia. El modelo de Smagorinsky aumenta el valor del tiempo de
relajacion en aquellos lugares donde la tension es alta, eliminando asi cualquier
posibilidad de desarrollo de inestabilidad.

El valor de la constante de Smagorinsky también es importante ya que por un
lado un valor demasiado alto generaria una excesiva relajacion que no daria
oportunidad a disminuir la viscosidad. Por otro, si es muy bajo se pierde el efecto de
prevencién de la aparicion de inestabilidades numéricas. La eleccion del valor
correcto depende de la configuracion del flujo y debe ser ajustado empiricamente.
Este es el principal inconveniente de este modelo.

De forma practica, para simular un flujo turbulento se fija el valor de z muy

proximo a 0,5 (por ejemplo 0,50001) y Cpago entre 0,05y 0,2.

5.2.3.- Resultados de la simulacion de un flujo turbulento

En la figura siguiente se muestra el resultado obtenido con el modelo BGK-
Smagorinsky para el caso de un flujo de velocidad 0,1 u.m./ciclo en presencia de un
obstaculo de seccion circular de radio 15 u.m. Los valores de 7y de Cgpago SOND,
respectivamente, 0,50001 (Re = 9x105) y 0,2. La evolucion de la turbulencia se
puede apreciar de izquierda a derecha y de arriba abajo. Al principio se originan dos
pequefios remolinos simétricos aguas abajo de la barrera. Posteriormente se van
haciendo mas grandes y asimétricos hasta que abandonan las cercanias del obstaculo
y se desplazan aguas abajo camino del borde lateral derecho de la malla. Las flechas

representan la direccion y magnitud de la velocidad en cada punto.

100

14 4CE4eee — €S

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

X X

Fig. 5.7. Simulacién de un flujo turbulento con el modelo BGK. El niimero en cada grafico indica las
iteraciones hechas. 7= 0,50001 (Re = 9><105) Y Conago = 0,2.
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Fig. 5.7. (cont.). Simulacién de un flujo turbulento con el modelo BGK. El ntimero en cada grafico
indica las iteraciones hechas. 7=0,50001 (Re = 9><105) Y Conago = 0,2.
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5.3.- Conclusiones

En este capitulo se pone de manifiesto la versatilidad del modelo BGK para la

obtencion del campo de velocidades de un flujo en presencia de obstaculos incluso

en el caso turbulento, superando las restricciones en el valor de la viscosidad gracias

al modelo de Smagorinsky, implementado en el anexo III.

La aplicacion de la sencilla regla del rebote en la interaccion de fluido y s6lido

asegura un buen comportamiento del modelo cuando se consideren obstaculos de

formas mas complejas.
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5.5.- Notacion

2 TS RURTRN valor del radio de un obstaculo de seccion circular.

BGK..........c..... evolucion del modelo de malla de Boltmann que se basa en las
ideas de Bhatnagar, Gross y Krook para la simplificacion del
operador de colision.

Cay Chueen. pardmetros dependientes de la geometria de la malla escogida.

Citp wvevererenennnennns componentes « de la velocidad en el enlace i.

Courrrenrrrnanreennens velocidad del sonido (parametro de la malla elegida).

Comago erverersennns constante de Smagorinsky.

D209............... tipo de malla bidimensional en la que se consideran ocho
vecinos mas el nodo central.

/i (r,t) ............. funcion que indica la probabilidad de encontrar una particula

viajando en la direccion ¢; hacia el sitio r en el tiempo # Es un
numero real entre cero y uno.

S funcién de equilibrio.

7i(r,t) ........... funcién que indica la probabilidad de encontrar una particula
viajando en la direccion ¢; hacia el sitio r en el tiempo ¢,
dependiente de la escala espacial elegida.

7ieq ................. funcién de equilibrio espacialmente dependiente.

G, filtro espacial usado en la obtencion de w a partir de w
mediante una convolucion.

Xy 1Y e dimension horizontal y vertical del dominio problema.

O, producto escalar IT,,-I1 ;.

T oeeereeeereeeniee s radio de una barrera circular; coordenada polar.

Re.ooieie nimero de Reynolds.

Sap oo tensor de tensiones.

B s coeficientes propios de cada malla.

Ugeweeeeeneenenieens componente « de la velocidad macroscdpica u.

11157+ PR unidades de malla.

Ua yUP woeeeeaenen componentes de la velocidad macroscopica espacialmente
dependiente.

U.oooeeeeeeean, velocidad genérica del flujo sin estar afectada por la presencia

de un obstaculo.
Uentrxy Uenry ..... componentes horizontal y vertical de la velocidad del flujo no
alterado por la presencia de un obstaculo.

Ux, Uy ............. componentes horizontal y vertical de la velocidad.

View Vi Vip Vis---

componentes genéricas ¢, f, ¥y o de la velocidad en el enlace i.
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Wit designacion genérica de cualquier variable fisica.

W oeeeeieeree e designacion genérica de cualquier variable fisica a una escala
mayor.

X, Yoo, ejes de coordenadas; direccion horizontal y vertical.

ALy 0. direcciones espaciales.

Oup 075 Oy 055 Ous OBy wevveevvvvnuenes funciones delta de Kronecker.

O coordenada polar.

| D R tensor de densidad de flujo de la cantidad de movimiento.

Prerenrreireeeieennns densidad.

Tovereeereeeeeeeneenes parametro o tiempo de relajacion hasta alcanzar el estado de
equilibrio.

T otoeeeereeneee e tiempo de relajacion espacialmente dependiente.

Thevereeenreerennenees tiempo de relajacion original.

Th eeveenereenreenneenns tiempo de relajacion de remolino.

D et viscosidad cinematica.

D, covveeeiiieienns viscosidad cinematica de remolino.

Uy wevveveeeneenennens viscosidad cinematica original.

D oo viscosidad cinematica espacialmente dependiente.

Woereeeereeeeeeeennes funcion de corriente.
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6

Simulacion del Fendmeno de Adveccion-Difusidon con el
Modelo BGK

Un trazador pasivo en un flujo en régimen permanente esta sometido a la accion
combinada de la difusién y de los gradientes de velocidad del elemento portador
(adveccion) lo que hace que el trazador sea dispersado. Aunque hay soluciones
analiticas (e.g. Carslaw y Jaeger, 1959; van Genuchten y Alves, 1982) y numéricas
(e.g. Abbott y Minns, 1998), se resolverd el problema mediante el uso del modelo
BGK para explorar mejor la influencia de obstaculos, calculando en primer lugar las

velocidades y posteriormente el fenomeno de la difusion.

6.1.- El modelo BGK como aproximacion a la difusion
En la descripcion de este modelo se seguirdn fundamentalmente los trabajos de
Flekkoy (1993) y Flekkoy et al. (1995). En el primero de ellos se desarrolla un
modelo BGK para fluidos miscibles en el que uno de ellos actuaba como trazador
(experimentando una dispersion) y otro como portador. En el segundo trabajo, se
estudia la dispersion hidrodindmica de una linea de fluido trazador en las zonas
proximas a los puntos de estancamiento de un flujo en presencia de un obstaculo
cilindrico.
La ecuacion de adveccion-difusion (6.1) para el caso de un trazador pasivo (sin
el término que representa la variacion en la concentracion del mismo debido a
reacciones quimicas) es la expuesta a continuacion:
o(N o(N o' (N
8, 0.1

1 1

(6.1)

en la que N es la concentracion del trazador, u, es la velocidad del portador, D

es la constante de difusion, ¢ el tiempo y x; la direccion espacial. La principal
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caracteristica de esta ecuacion es que es parabolica (Abbott y Minns, 1988 §4.14)
pero, cuando el nimero de Péclet (uL/ D) es grande, con L la longitud
caracteristica del flujo, los dos primeros términos se convierten en dominantes y la
ecuacion pasa a ser hiperbolica teniendo un comportamiento de onda. Esto origina
que su integracion numérica se vea dificultada por la aparicion de gradientes locales
acusados.

Para la obtencion de (6.1) a partir de las expresiones del modelo BGK, hay que
considerar dos tipos de informacion: la primera es la correspondiente al fluido

portador fl.(r,t) que determinard la probabilidad de encontrar una particula del

mismo en el enlace i de la malla para el sitio r en el instante . Los valores f;(r,t)se

usaran para la determinacion de la velocidad del flujo mediante las expresiones, que

ya se indicaron en el capitulo 4:
p(rit)= Zfl (r.t)
> fi(ri)e, (6.2)
u(r,)= W
donde p(r,t) y u(r,t) son, respectivamente, la densidad de particulas [ML™] y
la velocidad de flujo [LT™'], respectivamente, y ¢; el vector velocidad que conecta el
sito con su vecino i. La densidad o concentracion N (r,t) del fluido trazador,

Flekkay (1993) la define de forma similar al caso del fluido portador; la probabilidad

de hallar una particula en un enlace 7 viene representada por 7, (r,t) tal que:
N(rt)=>n(r,1) (6.3)

La evolucion del fluido portador se considera independiente de la del fluido
trazador. Es decir, el comportamiento difusivo de la mezcla de fluidos se va a

superponer a la adveccion.

Usando el modelo BGK, la regla de actualizacion tanto para las f;(r,r) como
para las n, (r,t) es:

fi(r+c,t+1)= f(r,0)+7f" (r,t):fl.(r,t)+r(fl.(r,t)—fl.“’ (r,t))

(6.4)
n(r+c,t+1)=n(r,t)+7,0 (r,t)=n,(r,1)+71, (ni (r,t)—n (r,t))
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donde 7y 7p son los tiempos de relajacion del portador y del trazador,

respectivamente, y f"“(r,t) y n'

l

(r,t) son las funciones de distribucion en

desequilibrio como consecuencia de los choques de las particulas. Las funciones de

distribucion en equilibrio viene determinadas por

2
c. u 1{c u u u
eq __ g a _ ia”"a _Taa
S =pt, | 1+ +2( 2]
S

c c, 2¢?
| | | 6.5)
[ Ciaua
l’liq = N[p |:1+7:|

En (6.5) se ha adoptado la regla de suma de Einstein, siendo los pardmetros ¢, y
¢s, velocidad del sonido, elegidos de acuerdo con la geometria de la malla

seleccionada. Lo mas destacable de la expresion anterior es la simplificacion hecha

en n? con respecto a f,“/ ya que la primera no tiene términos en u elevados al

cuadrado. Estos son usados en el calculo de la segunda para conseguir el término
convectivo en la ecuacion de Navier-Stokes. El motivo de esta simplificacion radica
en que la ecuacion de adveccion-difusion es mas simple que la de Navier-Stokes, ya
que es lineal en la velocidad #; y no necesita la isotropia de los tensores de cuarto
grado (Rothman y Zaleski, 1997 §8.4, 8.5; Stockman, 1999; Zeiser, 2001). Como
consecuencia de todo lo anterior se puede aplicar otra simplificacion consistente en
el uso de mallas de geometria mas sencilla para simular el proceso difusivo. Asi, si
para el fluido portador se emplea el modelo BGK D209 (dos dimensiones con ocho
vecinos y una particula en reposo), para el trazador basta en muchas ocasiones con el
D204 (dos dimensiones y cuatro vecinos). Zeiser (2001) demuestra lo adecuado de
esta simplificacion comparando los resultados obtenidos de la simulacion de la
difusion pura (sin adveccion) con las topologias de malla D204y D2Q9.

Los parametros #, hacen que se cumpla la siguiente relacion

> =N (6.6)

Yy que
> =0 (6.7)

Sumando para el trazador en (6.4) sobre todos los indices i, se puede comprobar

como se cumple la conservacion de la concentracion del mismo:

dn(r+e,t+1)=n(r,)]=0 (6.8)
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A partir de (6.8) se puede deducir la ecuacion de continuidad y la de adveccion-
difusion usando el desarrollo en serie de Chapman-Enskog en multiples escalas. Se
trata de la expansion de las funciones de distribucion en los gradientes de las
cantidades conservadas. Se basa en la hipotesis de que se pueden considerar dos
escalas espaciales: la primera de ellas la de variacion en N, definida como &7, y la

segunda la de constante de malla (espacio entre dos nodos consecutivos). También se

supone que |u| varia en la escala &', Asi:

O,N~¢ 6.9
0,u]~¢ (69)

donde 0, es la derivada parcial respecto a x,. De la misma forma se pueden

considerar dos escalas temporales de forma que:
0,=0,+0, (6.10)

Esta separacion de la escala temporal no es realmente necesaria, segun Flekkay
(1993), para la obtencién de las ecuaciones de transporte y puede ser vista como una
forma conveniente de dividir el procedimiento de expansion en dos pasos. El

resultado final se consigue sumando las ecuaciones que contienen 0,y 0, . Se

admite que:
o,u=0
o,u~¢’u
(6.11)
0,N~¢g

o, N ~s
lo que implica que no hay variaciones rapidas en el tiempo en el campo de
velocidades. Este es el mismo supuesto que se usé en la derivacion de la ecuacion de
Navier-Stokes para el caso de un fluido incompresible. Por consiguiente, es también
necesario aceptar que |u| ~¢. Para esta demostracion se mantienen todas las
potencias en u y, por lo tanto, se permiten variaciones rapidas en la concentracion del
trazador debidas a la adveccion. Si se consideran fluidos incompresibles:
V-u=0 (6.12)
La primera ecuacion de continuidad se obtiene de un desarrollo en serie de

Taylor en primer potencias de exponente uno en & de la ecuacion (6.8). Asi se llega a
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> (e V+8,)n =0 (6.13)

Usando el valor de n* dado por la expresion (6.5), la ecuacion (6.13) queda
reducida a:
8t1N+V-(N-u):0 (6.14)

La ecuacion de continuidad (6.14) expresa que las variaciones rapidas en N son
debidas a la adveccion. Teniendo en cuenta (6.12), la ecuacion (6.14) adopta la

forma:
0,N+u-VN=0 (6.15)
Para determinar la contribucion difusiva al transporte de particulas de trazador,

se han de tener en cuenta términos de ¢ elevados al cuadrado, por lo que #n? debe

ser calculada. Cuando un sistema ha alcanzado el equilibrio local de la expresion

(6.4) se deduce:

' :i(c,. V+0, )n? (6.16)

i
TD

en la que n, ha sido sustituida por #?. La ecuacion (6.16) es de primer grado en

Si se consideran los términos en ¢ elevados al cuadrado en (6.8) se obtiene:
S0+ (e, V4o, ) +Z%(ci V+3,) n =0 (6.17)

donde el sumando final es el Gltimo término del desarrollo en serie de Taylor de

segundo grado. Insertando (6.16) y usando (6.6) y (6.7), (6.17) toma la forma

8t2N+(%+rDjZ(c[-V+8tl)2nfq:0 (6.18)
Aplicando (6.12) y (6.15), se deduce
6t2N:D[V2N—(H§#} (6.19)
en que se ha introducido la constante de difusion D
D=-c’ (Z’D +%) (6.20)

convirtiéndose en un parametro facilmente ajustable gracias al tiempo de

relajacion 7,,. La expresion (6.20) es igual que la correspondiente a la de la
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viscosidad, con la diferencia de que aqui el tiempo de relajacion se ha tomado
negativo por convenio. Afiadiendo las ecuaciones (6.15) y (6.19) para obtener la

dependencia de N con respecto al tiempo, se consigue

2

(u-V)'N

2

(6,+u-V)N =D| VN —
cS

(6.21)

Esta es la ecuacion de adveccion-difusion cuya validez estd limitada por las
hipotesis de incompresibilidad y de escala al igual que ocurre con la ecuacion de
Navier-Stokes. Segun Flekkoy (1993), el Gltimo término de (6.21) impide que el
sistema tenga invarianza galileana pero de forma muy débil ya que u debe ser
pequeia para cumplir el supuesto de incompresibilidad. Dicho término es
proporcional a u® por lo que representara tipicamente una correcciéon de solo el 1%.
Lo mas importante de (6.21) es que los términos de correccion de la velocidad estan

multiplicados por D, por lo que no son dominantes cuando ésta es pequeia.

6.2.- Ejemplos de la simulacion de la adveccion-difusion con el modelo BGK

En las simulaciones de la dispersion lo que se pretende es determinar, para el
régimen permanente, cual es la distribucion de la concentracion de un trazador
pasivo sometido a la accion combinada del campo de velocidades del portador y de
la difusion. El problema se divide en dos partes, una advectiva que consiste en
calcular las componentes de la velocidad en cada punto del dominio considerado
usando el modelo BGK y cuyos resultados han sido expuestos con anterioridad, y
otra en la que se emplea también el modelo BGK pero esta vez como aproximacion a
la difusion. Una vez que los célculos correspondientes a ambas etapas han finalizado
lo que se obtiene son mapas de distribucion de concentracién normalizada del

CONC — CONc., .
trazador C = min

, para diferentes configuraciones de obstaculos.
conc, , —conc,,,

Para la parte difusiva, en todos los casos se partid6 de una concentracion inicial
de 0,2 particulas de trazador en los enlaces de cada nodo de la malla. Ademas, con el
objetivo de simular un aporte continuo de trazador, se mantuvo el valor de la
concentracion en el borde lateral izquierdo del dominio igual al inicial, para
mantener coherencia con el flujo del elemento portador que esta forzado de izquierda

a derecha. Para definir el flujo, ademés del numero de Reynolds (Re), se ha de

considerar el nimero de Péclet (Pe)= (u L/ D), donde u es la velocidad del flujo, D
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la constante de difusion y L una longitud caracteristica que en el caso de una barrera
de seccion circular es su didmetro, mientras que para una eliptica se ha adoptado la
longitud del eje menor. La constante de difusion se ajusta mediante el parametro
antes denominado como tiempo de relajacion zp segin la expresion (6.20). Para
determinar la interaccion entre la barrera y el material se ha vuelto a aplicar la regla
del rebote, por coherencia con las condiciones impuestas en este aspecto para el

calculo del campo de velocidades.

6.2.1.- Eleccion de la malla D2Q4 o D2Q9 para la componente difusiva del flujo
(Es adecuado el uso de la malla D204 en lugar de la malla D2Q9, como
consecuencia de la menor complejidad de la ecuacion de difusion con respecto a la
de Navier-Stokes?. Los resultados de Zeiser (2001) se referian solo al fenomeno de
difusion pura y no a la accion combinada de la adveccion y de la difusion, por lo que,
usando los tipos de malla D2Q4 y D2Q9, se estudi6 el caso de un flujo en régimen
permanente con velocidad media 0,1 u.m./ciclo, nimero de Reynolds (Re) igual a
0,22 (7 = 28), alrededor de un obstaculo de seccion circular de radio 10 u.m.
(unidades de malla), para diversos valores de la constante de difusion, que se
correspondian con diferentes valores del parametro tiempo de relajacion para segin

el modelo de malla considerado (tabla 6.1):

Tabla 6.1. Valores del tiempo de relajacion, 7p, para D204y D2Q9

D (u.m.2/ ciclo) Nimero de Péclet (Pe) 7 D2Q4 7 D2Q9
0,25 8 1 1,25
325 0,62 7 10,25
4,75 0,42 10 14,75

En las figuras siguientes se muestran los resultados obtenidos para la
distribucion de concentracion de trazador en torno al obstaculo, simulando siempre la
parte advectiva con D209 y la difusiva bien con D204 o bien con D2Q9. Las figuras
representan la planta y las vistas posterior, perfil y delantera de la disposicion del

trazador.
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Fig. 6.1. Comparacion de los resultados obtenidos con los modelos D204 y D2Q9 para Re = 0,22 y
Pe =8.

142



MODELO BGK: SIMULACION DE LA ADVECCION-DIFUSION
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Fig. 6.2. Comparacion de los resultados obtenidos con los modelos D204 y D209 para Re = 0,22 y
Pe =0,62.
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Fig. 6.3. Comparacion de los resultados obtenidos con los modelos D204 y D2Q9 para Re = 0,22 y
Pe =0,42.
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De forma general se puede ver que los dos modelos de malla comparados dan
resultados similares frente a la variacion del valor de la constante de difusion. Asi,
cuando la difusion es pequefia en comparacion con la adveccion (Pe = 8), se puede
observar en ambos un patrén caracteristico de distribucion de la concentracion del
trazador pasivo en torno al obstaculo, consistente en una bifurcacion de la misma
aguas abajo de la barrera y en una acumulacion notable de material marcador justo
aguas arriba en el punto de estancamiento del flujo. Cuando el fenémeno difusivo
cobra mas importancia (Pe = 0,62 y 0,42) aparecen distribuciones de concentracion
de trazador de tipo bulboso aguas arriba del obstaculo. Aguas abajo, en la zona de
valores minimos, es donde se encuentran las principales diferencias entre los
resultados obtenidos ya que el modelo D209 tiende a aproximar mas esta region
hacia la posicion de la barrera que lo que lo hace el modelo D2(Q4. También existen
diferencias aguas arriba ya que se puede apreciar, en los perfiles de las figuras, una
ligera tendencia hacia las formas concavas en los resultados obtenidos con la malla
D209, mientras que con D204 la tendencia es hacia la forma convexa. A pesar de
todo lo expuesto, las divergencias entre los patrones de distribucion pueden
considerarse pequefias por lo que se puede concluir que es aceptable el uso de la
malla D204 en lugar de la D2Q9 para la simulacién de la componente difusiva del
fendmeno de adveccion-difusion, ya que la precision anadida por el ultimo modelo
no compensa el coste que, en tiempo de simulacion, se exige al considerar ocho
vecinos y la posicion central en todos los nodos de la malla, mientras que D204 solo
requiere conocer el estado de los cuatro vecinos situados en las dos direcciones

principales.

6.2.2.- Influencia de la variacion de la viscosidad

La viscosidad del material portador tiene influencia en la distribucién de la
concentraciéon del trazador alrededor de un obstaculo. De hecho, una correcta
eleccion de los parametros 7y 7p que ajustan la viscosidad y la constante de difusion,
respectivamente, puede hacer que las simulaciones den resultados mas o menos
realistas. Para comprobar cual es el impacto de la variacion de la viscosidad en los
patrones de concentracion del material marcador en torno a un obstaculo de seccion
circular de 10 u.m. de radio, se han hecho seis simulaciones en las que la velocidad

media del flujo era 0,1 u.m./ciclo. La difusién se ha calculado con el modelo de
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malla D204 manteniendo el valor de la constante de difusion igual a 2,5 u.m.”/ ciclo
(zp = 5,5) con lo que Pe = 0,8. Para la adveccion se ha usado el modelo D209
variando el niimero de Reynolds Re segun los valores recogidos en la tabla 6.2 que

se muestra tras las figuras.
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Fig. 6.4. Comparacion de los resultados obtenidos para v = 0.16 (u.m.”/ ciclo), (Re = 12,5) y
v=2.16 (u.m.” ciclo), (Re = 1,08). Pe = 0,8.
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Fig. 6.5. Comparaciéon de los resultados obtenidos para v = 4,5 (u.m.”/ ciclo), (Re = 0,44) y
v=6,83 (u.m.” ciclo), (Re = 0,29). Pe = 0,8.
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Fig. 6.6. Comparacién de los resultados obtenidos para v = 9,16 (u.m.”/ ciclo), (Re = 0,22) y
v=11,5 (u.m.” ciclo), (Re = 0,17). Pe = 0,8.

148



MODELO BGK: SIMULACION DE LA ADVECCION-DIFUSION

Tabla 6.2. Valores de la viscosidad cinematica, v (u.m.”/ ciclo),

ensayados

T Viscosidad (v) Nimero ((ll:e;leynolds
1 0,16 12,5

7 2,16 1,08

14 4,5 0,44
21 6,83 0,29
28 9,16 0,22
35 11,5 0,17

Como se puede observar en las figuras, para un mismo valor de la constante de
difusion, conforme el nimero de Reynolds se hace mas pequefio, més cercanas a la
barrera se encuentran las zonas de médxima y minima concentracién de trazador.
Fundamentalmente se aprecia esta circunstancia en la zona aguas abajo del obstaculo
en la que, para Re = 12,5, la menor concentracion se sitia a mitad de camino entre la
posicion de la barrera y el borde lateral derecho de la malla siendo ésta la situacion
en que la componente advectiva del flujo comienza a dominar sobre los efectos
viscosos. Conforme el valor de Re disminuye, la zona de valores minimos se va
desplazando hacia en lugar en el que se encuentra la barrera, sefial de que la
viscosidad empieza a jugar un papel mas importante. En cuanto a la situacion aguas
arriba del obstaculo, no se aprecian diferencias notables entre los valores obtenidos
para las condiciones de flujo simuladas correspondientes a diferentes numeros de
Reynolds. Lo que si cambia es la forma, siendo convexa para los mayores valores de
Re, y concava para los menores, siempre en las proximidades de la barrera. Como se
mencionod en el Capitulo 3, la semejanza del problema con el de flujo de agua en
medios saturados con exclusion en torno a obstaculos y poros grandes, justifica la

semejanza de estos resultados con los de Philip et al. (1989).

6.2.3.- Resultados obtenidos para diferentes tipos de obstaculos

Para los campos de velocidades antes calculados considerando diferentes
obstaculos y teniendo en cuenta un flujo de velocidad media igual a 0,1 u.m./ciclo
con Re = 0,22 (componente advectiva), se calculo, con el modelo BGK y la malla
D204, la componente difusiva para un flujo de Pe = 0,8 (constante de difusion igual

a 2,5 u.m.”/ ciclo). Los resultados se muestran en las siguientes figuras.
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Fig. 6.7. Distribucion de la concentracion de material trazador para un obstaculo de seccidn eliptica.
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Fig. 6.8. Patrén de distribucion de la concentracion de material trazador para grupos de obstaculos de
seccion circular dispuestos en linea y en marco cuadrado.
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Fig. 6.9. Patrén de distribucion de la concentracion de material trazador para grupos de obstaculos de
seccion circular dispuestos al tresbolillo.
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Fig. 6.10. Patron de distribucion de la concentracion de material trazador para grupos de obstaculos de
seccion eliptica dispuestos al tresbolillo, separados 50 u.m. en la vertical.
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Fig. 6.11. Patron de distribucion de la concentracion de material trazador para grupos de obstaculos de
seccion eliptica dispuestos al tresbolillo, separados 100 u.m. en la vertical.

6.2.4.- Grupos de obstdaculos

De forma general se puede apreciar que con un grupo de obstaculos (figuras 6.8,
6.9, 6.10 y 6.11), las mayores concentraciones de trazador se producen aguas arriba
de los que estan mas cercanos al borde lateral izquierdo del dominio que se esta
analizando, como consecuencia de que el flujo va de izquierda a derecha. En el caso
de las dos ultimas figuras se puede observar como en la primera de ellas al estar
situados estos obstaculos muy proximos entre si, la mayor parte del trazador no es
capaz de superarlos mientras que, en la segunda, la separacion entre los mismos es
mayor permitiendo que el trazador fluya de forma mas facil produciendo un reparto
mas homogéneo de la concentracion por toda la extension del dominio, localizandose
sus valores maximos y minimos en los puntos de estancamiento de flujo en las
inmediaciones de las barreras.

A continuacion, la figura 6.12, muestra una representacion tridimensional de los

patrones de concentracion de trazador obtenidos para los casos estudiados.
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Barreras circulares en marco cuadrado

Barrera eliptica 45° direccion de flujo

Barrera eliptica 0° direccion de flujo
Barreras circulares en linea

Barrera circular
Barrera eliptica 90° direccién de flujo

Fig. 6.12. Representacion tridimensional de los patrones de distribucion de concentracion obtenidos
para diferentes configuraciones de obstaculos.
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6.3.- Evolucion temporal de la distribucion de la concentracion de un trazador en
torno a un obstdaculo
En este apartado se expone en primer lugar una solucion analitica al problema
enunciado con los resultados obtenidos de su aplicacion. Se mostraran los patrones
de distribucion temporal obtenidos con el modelo BGK para compararlos con los

anteriores.

6.3.1.- Solucion analitica

Se usara la propuesta de Jury (1975) para estimar el efecto de las trayectorias
que recorre el agua evacuada por un suelo bajo riego, camino del tubo de
avenamiento, estimando el tiempo de viaje del soluto en el suelo. A consecuencia de
la demora del flujo de agua que circula por los tubos de corriente, se retrasa mucho la
dilucion de los pulsos de contaminante en el suelo. Aplicando la misma idea al flujo
potencial del agua en un plano inclinado con un obstaculo, se puede obtener una
distribucion espacial de los componentes del suelo.

Si se asimila el flujo de suelo alrededor de un arbol al del agua en un plano en el
que emerge un obstaculo de forma cilindrica, dicho flujo queda determinado por: 1)
la forma geométrica del obstaculo, 2) la distancia al mismo y 3) la velocidad de flujo.
Aunque este tipo de flujos irrotacionales con un fluido inviscido presentan algunas
complicaciones en su interpretacion, proporcionan una buena aproximacion a
situaciones reales como la planteada (e.g. Batchelor, 1967, §6.1). La solucién en
forma de la funcion de corriente y [L*T™'] para el caso en que la seccidén del
obstaculo sea circular, viene dada por (Milne-Thomson, 1968, §6.22)

7% =Ursin6’[l—%] (6.22)

r

siendo U [LT™"] la velocidad del flujo en el infinito, donde no se advierte la
influencia del obstaculo, (,6) las coordenadas polares con origen en el centro del

obstaculo y a [L] el radio del mismo. Las lineas de corriente aparecen en la figura

6.13.
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Fig. 6.13. Lineas de corriente que describen el flujo alrededor de un obstaculo circular.

Las flechas indican la direccion del flujo. En este caso el eje X es la linea de
estancamiento (linea a trazos) en la que el flujo es cero.

Si, como ocurre frecuentemente en la naturaleza, la seccion en la planta del arbol
no es circular se puede recurrir a la solucidon para un obstaculo de planta eliptica
(Milne-Thomson, 1968, §6.33) que, expresada en coordenadas elipticas (&, 77), adopta

la forma:
w =U(a+b)sinh(&—-¢))sin(n-a) (6.23)
donde « es el angulo formado por la direccion del flujo y el eje X, a es el
semieje mayor y b el menor de la elipse que determina la planta del obstaculo. El

valor de & se define como:

a+b

£ =0,5In (6.24)

a->b

En el nuevo sistema de coordenadas cada punto viene definido por la
interseccion de una elipse y una hipérbola confocales, la primera determinada por el
parametro & ,cuya expresion es andloga a (6.24), y la segunda por 77 que representa el
angulo de la asintota de la hipérbola con el eje X cartesiano. La relacion de este

sistema con las coordenadas cartesianas es:
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x =ccoshécosny
y=csinh&sing (6.25)
$SE<S0y0<n<2rx

donde c es la semidistancia entre los focos del sistema.
c=+a’ -b’ (6.26)

La figura 6.14 muestra la expresion (6.23) para un valor de «igual a 772. En esta

ocasion es el eje Y el que coincide con la linea de estancamiento.

Y (M)

@

=l

2

I
y0

X (m

11
DL e
3 -1.5\\/15 l3

=0 yf

-

-2]
N
I
|

Fig. 6.14. Lineas de corriente que describen el flujo alrededor de un obstaculo eliptico con a = 77/2.

Una vez conocida la forma que las lineas de corriente adoptan en presencia de
un obstaculo, se analiza la evolucion en el tiempo y en el espacio del patrén de
distribucion de un trazador depositado aguas arriba de la barrera y que es arrastrado
por el flujo. Para ello se ignoraran las reacciones del soluto con el suelo y con las
plantas.

Inicialmente se proporciona un aporte o pulso de una sustancia con
concentracion Cy durante un tiempo finito #), en un punto concreto (xy,)p) tomando
como referencia el centro del obstaculo (fig. 6.14). Las cuestiones que deben ser
resueltas son: cudnto tiempo tarda en llegar el soluto a una distancia cualquiera y,
(vo > yy) también referenciada al centro del obstaculo? y ( cudl es la concentracion en

esa distancia yyen un tiempo cualquiera ¢ [T] (¢ > #))?.
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Siguiendo a Jury (1975), el tiempo de viaje (#,;2) [T] entre dos puntos 1 y 2
dentro del mismo tubo de corriente definido por dos lineas de corriente adyacentes,
se calcula como:

Vi

t =
vi2 R Ax

(6.27)

donde v, [L?] es el volumen de tubo de corriente, R [LT'] el aporte de soluto
por unidad de superficie y Ax [L] es la distancia entre los puntos de interseccion de
las lineas de corriente con el eje X.

Por consiguiente, es necesario realizar el calculo del area comprendida entre
cada par de lineas de corriente que definen un tubo y las ordenadas yy (lugar en el
que se aporta la sustancia) e yy (lugar en el que se desea medir el tiempo de viaje),
para posteriormente relacionarlo con el punto medio del segmento comprendido
entre los dos puntos de interseccion (x,, x5) de las dos lineas de corriente que definen
cada tubo con el eje X. De esta forma se consigue una curva que determina el tiempo
de viaje (¢,) entre dos puntos pertenecientes al mismo tubo de corriente, separados la
distancia yy-yren el eje Y para una sustancia depositada a una distancia x, en el eje X.
Con esto la primera cuestion planteada esté resuelta.

La respuesta a la segunda se basa en el uso de la curva anteriormente obtenida
que relaciona ¢, con la distancia xy. Las dos situaciones con que se pueden encontrar
para un tiempo ¢ son:

1. ¢<t,con lo que el soluto no ha recorrido la distancia y-yy.
2. t 2 t, el soluto ha recorrido la distancia y-ysy, por tanto, pueden darse
cuatro casos:
a) t-t,=0, el frente de la mancha de soluto pasa por la ordenada yy.
b) t-t, < typ, un punto intermedio entre el frente y la cola de la mancha
pasa por yy.
c) t-t,=ty, con lo que la cola de la mancha pasa por yr.

d) t-t,> t, la mancha de soluto ya ha pasado por yy.

Asi, si en la ordenada y), un numero n, de tubos de corriente tienen la

concentracion C,, en la ordenada yrla concentracion Crtendra la expresion:

ny
c,=C,—~ (6.28)

n
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en la que ny es el nimero de tubos de corriente que poseen una concentracion Cy
en la ordenada yy.

Por lo tanto, para cada ordenada y;se debe obtener la curva x - #,, y en base a ella
determinar el niumero de tubos de corriente que en el instante ¢ poseen una

concentracion Cy para asi conocer la concentracion Cy.

6.3.2.- Resultados analiticos

La figura 6.14 representa el caso para el que se analizo la distribucion espacial y
temporal de un trazador aportado a razéon de R = 0,05 m/afo a una distancia yp =2 m
durante un tiempo ¢y = 0,5 afios, y arrastrada por un flujo de velocidad media U = 0,3
m/afio y direccién o = 772 que rodea a un obstaculo de seccidn eliptica con semieje
mayor ¢ = Im y semieje menor » = 0,5 m. Aplicando (6.23) y (6.24), a la ordenada
yr=-1 m se obtiene la figura 6.15, en la que se puede observar como para distancias

X proximas a cero, t, se incrementa debido a la cercania de la linea de estancamiento.

Tiempo de viaje (afios)
N
|

0 \ \ \ \ \

0 2 4 6 8 10
Distancia X (m)

Fig. 6.15. Curva x — ¢, obtenida para la ordenada y,=-1my a= 7/2.

La influencia de la direccion del flujo () en la forma de la curva x - ¢, es notable
al modificarse la posicion de la linea de estancamiento (linea a trazos) como se puede

apreciar en la figura 6.16, en la que a = 7/4.
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Fig. 6.16. Lineas de corriente que describen el flujo alrededor de un obstaculo eliptico con a = /4.

Con la nueva disposicion de las lineas de corriente para la ordenada yy= -1 m,
con los mismos valores antes empleados se obtiene la curva x — ¢, mostrada en la
figura 6.17 en la que la linea de trazos muestra la abscisa para la que ¢, es infinito, es

decir la coordenada x del punto de interseccion de la linea de estancamiento con yy.

Tiempo de viaje (afios)
N
\

-12 -8 -4
Distancia X (m)

Fig. 6.17. Curva x — ¢, obtenida para la ordenada y,= -1 my a = 7/4.

Regresando de nuevo a la situacion planteada en la figura 6.14 y aplicando los
diferentes casos producidos por los valores de ¢, t, y t, se obtiene la figura 6.18 que

muestra los patrones de distribucion espacial y temporal del trazador (color negro).
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T=9
4

0 1 2 3 4 5

X(m

Nt

Fig. 6.18. Evolucion de la distribucion de trazador alrededor del obstaculo con flujo paralelo al eje
menor del su seccion eliptica. T es el tiempo en afios transcurrido desde el inicio de la

simulacion.
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En la figura 6.18, se puede observar que hasta valores de tiempo iguales a #) =
0,5 afios (fase de aporte de la sustancia), el soluto va ocupando las zonas situadas a
una mayor distancia x aguas arriba del obstaculo, bordeando al mismo. Al superar el
tiempo ¢ el valor de #) comienza la desaparicion del soluto de dichas zonas,
apareciendo en aquéllas mas cercanas a la barrera conforme el valor de ¢ es mayor,
debido a que estas regiones tienen un tiempo de viaje mayor que las inicialmente
ocupadas (fig. 6.15). Es también esta circunstancia la que provoca que con valores de
t grandes, por ejemplo 9 afios, se observe un leve rastro de soluto a distancias x
pequeiias situadas aguas abajo del obstaculo.

Finalmente, la evolucion temporal de la concentracion de la sustancia aportada
en )y para una determinada ordenada yy se obtiene aplicando (6.28). Como ejemplo
para yr= -1 m la concentracion C en funcion de Cy varia de la forma recogida en la

figura 6.19.

0 | | | R
0 2 4 6 8 10
Tiempo (afios)

Fig. 6.19. Curva C/C, — t obtenida para la ordenada y,=-1 m

Para el caso de la figura 6.16 la evolucion de la distribucion de soluto alrededor

del obstaculo, se muestra en la figura 6.20.
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Fig. 6.20. Evolucién de la distribucion de trazador alrededor del obstaculo con direccion de flujo
formando un angulo de 774 con el eje mayor de su seccion eliptica. T es el tiempo en afios
transcurrido desde el inicio de la simulacion.
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6.3.3.- Simulaciones con el modelo BGK

La obtencion de la evolucion temporal de la distribucion de la concentracion de
un trazador en torno a un obstaculo con el modelo BGK se hizo usando la malla
D209 para la componente advectiva y la D2Q4 para la difusiva. El flujo simulado,
forzado de izquierda a derecha, tenia en todos los casos una velocidad media igual a
0,1 u.m./ciclo, una viscosidad de 9,16 u.m.”/ ciclo (7 = 28) y una constante de
difusion igual a 0,015 u.m.”/ ciclo (zp = 0,53). Para simular el pulso de concentracion
de trazador se supuso que, inicialmente, todos los sitios de la malla estaban a
concentracion cero, salvo los situados en las columnas 2 a 6 del margen izquierdo de
la malla en los que se mantuvo una concentracion de 0,9 durante un determinado
numero de iteraciones, en concreto de la 1 a la 1500. Una vez superado ese tiempo la
condicion anterior no era ya valida. La columna 1 mantuvo siempre el valor
constante de concentracion cero, con el objetivo de conseguir la total
impermeabilizacion de ese lado de la malla, ya que al simular condiciones periddicas
en la direccion de avance del flujo, las particulas que salen por el margen derecho
entrarian por el izquierdo. En la direccion perpendicular a la anterior también se
aplicaron condiciones periddicas. Finalmente, la interaccion entre portador-obstaculo
y trazador-obstaculo fue descrita con la regla del rebote. En las figuras 6.21 a 6.23 se
representa la evolucion de la concentracion del trazador en torno a obstaculos de
seccion eliptica individuales o agrupados, mostrando en este ultimo caso la
versatilidad del modelo BGK para tratar problemas de geometria compleja. Los
valores mas altos de concentracion se corresponden con los colores oscuros, mientras
que los claros representan zonas con bajo contenido en trazador. El niumero que
aparece en cada figura se corresponde con las iteraciones. En el caso de obstaculos
agrupados es de destacar el mayor tiempo necesario para que el trazador desaparezca
del dominio, debido a la mayor tortuosidad del camino que deben recorrer sus
particulas. Para el caso de barreras aisladas, se puede observar una cierta coherencia
con los resultados de la solucion analitica, en el sentido de que las zonas en las que
queda rastro de trazador para valores altos de tiempo estan situadas en los mismos
lugares aguas abajo del obstaculo, si bien el modelo BGK ofrece una distribucion
mas realista, al detectar la presencia de trazador también en el punto de

estancamiento aguas arriba para esos mismos valores de tiempo.
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MODELO BGK: SIMULACION DE LA ADVECCION-DIFUSION

Fig. 6.21. Evolucion de la distribucion la concentracion normalizada de trazador alrededor del
obstaculo con el modelo BGK. La direccion de flujo es perpendicular al eje mayor de su
seccion eliptica. El nimero de cada grafico representa las iteraciones hechas desde el
comienzo de la simulacion.

165



MODELO BGK: SIMULACION DE LA ADVECCION-DIFUSION

200 200
30g 70g
180 180 1
E 160 E 160
2 2
S 140 > 140 0.8
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0.6
X (u.m.) X (u.m.)
200
0.4
£ 160 g
3 0.2
S 140 N
1 0
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
X (u.m.) X (u.m.)
2007 2007
180 1
£ 1601 g 160
2
S 1404 > 1401 0.8
1201
‘ 1004 !
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0.6
X (u.m.) X (u.m.)
200 200
2700 31Q0 0.4
180/ 180-
£ 160] £ 160 02
=} =]
S 140 S 1401
120 120-
100 N 100 — 0
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
X (um.) X (u.m.)
200 200
3530 3900
180 1804 1
£ 160 £ 160] 0
2 2
1401 1404
> > 0.8
1201 1201
ww o —
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0.6
X (u.m.) X (u.m.)
200 200
4330 4700 0.4
180 1801
£ 160 £ 160 02
=) =]
S 1401 S 1401
1201 1204
100 1o — 0
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

100 120 140 160 180 200
X (u.m.)

20 40 60 80

X (u.m.)

Fig. 6.22. Evolucion de la distribucion de la concentracion normalizada de trazador alrededor del
obstaculo con el modelo BGK. La direccion de flujo forma un angulo de 774 con el eje
mayor de su seccion eliptica. El nimero de cada grafico representa las iteraciones hechas
desde el comienzo de la simulacion.
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MODELO BGK: SIMULACION DE LA ADVECCION-DIFUSION
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Fig. 6.23. Evolucion de la distribucion de la concentracion normalizada de trazador alrededor de un

grupo de obstaculos de seccion eliptica con el modelo BGK. El numero de cada grafico

representa las iteraciones hechas desde el comienzo de la simulacion.
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Fig. 6.23. (cont.). Evolucion de la distribucion de la concentracion normalizada de trazador alrededor
de un grupo de obstaculos de seccion eliptica con el modelo BGK. El nimero de cada
grafico representa las iteraciones hechas desde el comienzo de la simulacion.

6.4.- Conclusiones

Los resultados obtenidos para el patrén de distribucion de la concentracion de un
trazador en torno a una barrera con los dos modelos BGK acoplados, uno
describiendo la adveccion y otro la difusion, son similares a los de la solucion de
Culling (1983), pero con la ventaja de que la combinacion BGK ofrece un mayor
control sobre la componente advectiva, ya que se puede ajustar con precision la
viscosidad del elemento portador, y la posibilidad de considerar la presencia de
obstaculos agrupados.

En el caso de que la cantidad de trazador fuera finita, la evolucién temporal de
su concentracion alrededor de una barrera descrita por el modelo BGK coincide en
gran medida con la conseguida con la solucion analitica de los tubos de corriente de

Jury (1975), quedando demostrada su capacidad para analizar estas situaciones.
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6.6.- Notacion

e, radio de un obstéculo circular; semieje mayor de una barrera de
seccion eliptica.

Do semieje menor de una barrera de seccion eliptica.

BGK................ evolucion del modelo de malla de Boltmann basado en las ideas
de Bhatnagar, Gross y Krook para simplificar el operador de
colision.

Coee concentracion normalizada.

Coveeeeeeeeeeeeeenns semidistancia entre los focos del sistema de coordenadas
elipticas.

Cooueenneeeeeee concentracion inicial de trazador en el instante 7y y en (x¢,)0).

Croveeniniiieinn, concentracion en la ordenada yy.

CONC ....cvveenn. concentracion sin normalizar.

CONCrmaeeevennnannns concentracion maxima.

CONCipip eevvvvvnnnn.. concentracion minima.
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D204, D209 ...
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o, Nfeeecevevnnnnnnnn.

velocidad del sonido (parametro de la malla elegida).
constante de difusion.
los dos tipos de malla empleados.

funcién que indica la probabilidad de encontrar una particula de

portador viajando en la direccion ¢; hacia el sitio r en el tiempo
t. Es un numero real entre cero y uno.

funcion de equilibrio del portador.

fluctuacion de la funcion f, (r,t) con respecto a la de equilibrio

del portador en el sitio r en el instante ¢.
denominacién genérica de un enlace de malla.
longitud caracteristica del flujo.

funcion que indica la probabilidad de encontrar una particula de

trazador viajando en la direccion ¢; hacia el sitio r en el tiempo .
Es un nimero real entre cero y uno.

funcion de equilibrio del trazador.

fluctuacion de la funcion n, (r,7) con respecto a la de equilibrio

del trazador en el sitio r en el instante ¢.
concentracion de trazador en el sitio r en el instante .

numero de tubos de corriente en las ordenadas yy € yr.
numero de Péclet.

aporte de trazador por unidad de superficie.
coordenadas polares.

numero de Reynolds.

tiempo.

escalas temporales.

pardmetros de la funcion de equilibrio.

tiempo de viaje entre los puntos 1y 2.

velocidad de flujo en el sitio r en el instante ¢.

unidades de malla.

velocidad del flujo en el infinito.

volumen del tubo de corriente.

ejes de coordenadas.

coordenadas horizontales de los dos puntos de interseccion de
las dos lineas de corriente que definen cada tubo de corriente
con el eje X.

direccion espacial.

distancia genérica paralela al eje Y, medida desde el punto
(xX0.Y0)-

direccion espacial; d&ngulo formado por la direccion del flujo y el
eje de coordenadas horizontal.

distancia entre los puntos de interseccion de las lineas de
corriente con el eje X.

escalas espaciales.

coordenadas elipticas.

coordenada eliptica del contorno de la barrera.

parametro de relajacion para el portador.
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parametro de relajacion para el trazador.
viscosidad cinematica.
funcién de corriente.
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7

El Camino Aleatorio: una Alternativa para el Estudio de
la Difusién

En este capitulo se desarrolla la propuesta de Maier et al. (1998, 2000) que
estudiaba la dispersion de un trazador pasivo transportado por el agua en un medio
poroso representado por un paquete de esferas. Para la componente advectiva del
problema, los autores anteriores obtuvieron el campo de velocidades con el modelo
BGK, mientras que para la difusiva planteaban la conveniencia del uso del modelo
del camino aleatorio o random walk, conocido también como stochastic particle
tracking. La principal razon que motivaba esta eleccion era la pérdida de precision de
la solucion obtenida para la ecuacion de adveccion-difusion con métodos discretos
tradicionales como las diferencias finitas, ya que la naturaleza de dicha ecuacion pasa
de parabdlica a hiperbolica cuando el nimero de Péclet (Pe) tiene un valor superior a
uno. El modelo BGK también tiene esta limitacion puesto que aborda el problema de
forma discreta. Ademas, una de las caracteristicas de este tipo de flujos es el alto
valor de su numero de Péclet (Pe) al ser la constante de difusion molecular
D, [L*T™"], muy pequefia en comparacién con la velocidad media de flujo. En el
modelo BGK, el valor mas pequefio de D, = c%(fD —0,5) que se puede simular esta
limitado por el parametro de relajacion 7p < 0,5 ya que, por debajo del mismo, D,,
seria negativa. Entre las técnicas ideadas para eliminar este inconveniente cabe
destacar la de Flekkoy (1993) que, modificando el valor de ¢, (velocidad del sonido)
consigue reducir el valor de D,,, incrementando el nimero de Péclet pero también
aumentando la dispersion de forma artificial.

En el caso del camino aleatorio, como se verd més adelante, se puede introducir

un valor de D,, tan pequefio como sea necesario eliminando la pérdida de precision
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provocada por el uso de técnicas que superan las limitaciones del modelo como
ocurre en el caso del BGK. La idea que se quiere desarrollar en este capitulo es la
comparacion de los resultados producidos para diversos problemas por el modelo

BGK y el camino aleatorio.

7.1.- Descripcion del modelo del camino aleatorio
Maier et al. (1998, 2000) proponen que el camino aleatorio que sigue una
particula de trazador en un campo de velocidades externo se puede definir como
(7.1):
X(t+ A =x(t)+v(x(1)) At +x,, (D, At) (7.1)
donde x(#+Af) es la posicion de dicha particula, ¢ el tiempo, V(x(t))
(componente advectiva) es la velocidad interpolada a partir del campo de velocidades

resultante del modelo BGK y x,(D,At) es la componente difusiva que se

corresponde con un vector de moédulo constante e igual a v/d con d como el numero
de dimensiones del problema analizado y cuya orientacion aleatoria se determina a

partir de una distribucion normal de media cero y varianza 2D, At . Asi para el caso

plano (d = 2) se tiene que:

x;, (D, At)=2dD, At = x, (D, At) = \[AD, At =2,/D, At (7.2)

De forma breve, y siguiendo a Rage (1996), la explicacion del valor que se
asigna a la componente difusiva es la siguiente:

Si se supone un dominio & de volumen V centrado en una posicion x y N(x,) es

el nimero de particulas trazadoras dentro del mismo en el instante #, la concentracion

C(x,?) vendra definida por:
C=lim—=— (7.3)

LA densidad del flujo difusivo (jp) esta determinado por la ley de Fick
ir=—-DVC (7.4)
Si se supone que no hay creacion ni destruccion de particulas trazadoras la

ecuacion de continuidad en el dominio @ tendra la forma

o .
= J,cdv= —<j>6JD -dA (7.5)
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donde dA es el vector normal a un elemento infinitesimal de superficie que

limita el dominio. Teniendo en cuenta el teorema de la divergencia de Gauss:

gSg iy dA =— L(VjD) dv (7.6)
queda
0 .
= 1,€ dV:—L(V-JD)dV (7.7)

tomando limite cuando ¥ — 0, se obtiene la ecuacion de difusion pura.

d
Ec_v-(Dmvc) (7.8)

En un espacio de d dimensiones, la distribucion normal (7.9) con varianza

o> =2D,t (valor asignado a la componente difusiva en (7.2) elevado al cuadrado),

es una solucion de (7.8).
-d)2
C(X,l‘)=(272'0'2) exp(—xz/(262)) (7.9)
Si se considera un movimiento browniano en que las particulas de un trazador no
interaccionan entre si y se encuentran suspendidas en un fluido portador homogéneo
en reposo, dichas particulas describiran trayectorias aleatorias cuyas etapas son

eventos también aleatorios lo que permite aplicar el teorema central del limite siendo

el desplazamiento medio
(x(¢)-x(4,))=0 (7.10)

y la media del cuadrado del desplazamiento
(x(1)=x())")=2D, (=1,) (7.11)

donde ) es el instante inicial y < > expresa la media de las etapas.

Los caminantes aleatorios fueron unos de los primeros objetos en ser
reconocidos como fractales auto-semejantes (Gamow, 1969 §VIII; Mandelbrot, 1977
§IX; Gardner, 1979 §6, 7; Turcotte, 1997 §7.6). Este concepto se puede apreciar en
la figura 7.1 en la que se muestra la trayectoria seguida por un caminante aleatorio en
dos dimensiones (el tridngulo sefiala su posicion inicial y el circulo la final),
correspondiendo el caso a) a 300 pasos del mismo observados con un Af igual a la

unidad, mientras que el caso b) se corresponde con la simulacion de 90000 pasos
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observados con At = 300. Dichas figuras empiezan a parecer semejantes solo después
de reescalar el tiempo ¢ — xt y el espacio x = x”x, donde H es el exponente de
Hurst con valor igual a 0,5. Esto quiere decir que estadisticamente son iguales porque
si se llama /° a la media del cuadrado de los desplazamientos del caminante aleatorio
en el caso a) y, de forma analoga, R a los del caso b) se tiene que la relacion entre

ambos es R> =300-7*. En este caso x= 300.

26 T T \ -60 T T T T \

62 64 66 68 40 60 80 100 120 140
X (u.m.) X (u.m.)

Fig, 7.1. Auto-semejanza de un caminante aleatorio en dos dimensiones.

Cuando se tiene en cuenta la adveccion mas la difusion, en vez de D,, se habla
por analogia del coeficiente de dispersién D* [L*T™'], que, en una direccién x en un

instante 7, se calcula segun (7.12)

. 1do?
D.(t)==—= 7.12
(=322 (712
donde
N 2
or ()= (Ax,—(Ax,)) (7.13)
i=1
con

Ax =x(1)—-x(1,) (7.14)

con x(7) la coordenada de cada particula trazadora en la direccion x.
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2
X

Si a partir de un momento determinado 7
t

se hace constante, la ley de Fick es

valida para describir la dispersion.

El modelo propuesto es un hibrido de las tradicionales aproximaciones euleriana
y lagrangiana al problema del comportamiento de un trazador en un medio portador,
pues la primera se usa para calcular la velocidad y densidad en cada punto y la
segunda para determinar la posicion de cada particula. El célculo de la velocidad se
realiza estableciendo una malla de celdas cuadradas en la que la velocidad en cada
uno de sus nodos ha sido previamente calculada con el modelo BGK. La velocidad
de una particula que se encuentra dentro de una celda se calcula mediante una
interpolacion bilineal de las velocidades de los nodos en funcion de la distancia que
la separa de los mismos. La facil determinacion de la posicion de una particula es
una de las principales ventajas de este modelo sobre otros.

El espacio (4) entre dos nodos vecinos de la malla que se toma como base para
el calculo de las velocidades es el mismo que el usado con el modelo BGK. La
eleccion del valor de A¢ es importante pues debe llegarse a un equilibrio entre el
tiempo de ejecucion de la simulacion y un nimero minimo de desplazamientos de la
particulas necesarios para obtener resultados precisos. De forma habitual, el valor de

At viene determinado por la expresion:

v At+2D At <h/2 (7.15)

en la que vy, es el valor maximo del campo de velocidades. Con esto se
consigue que en cualquier caso la distancia maxima recorrida sea de la mitad del
espaciado de la malla. En este sentido Rage (1996), usando un esquema de
diferencias finitas, establece como criterio que la eleccion de Af debe estar
relacionada con el valor de Pe que se desee simular, siendo mas pequefio conforme
menor es el ultimo.

Otro aspecto importante es la interaccion entre las particulas y los lugares
definidos en la malla como so6lidos. Aunque en algunos casos se aplica la regla del
rebote, se ha comprobado que ésta puede producir de forma artificial y dependiendo
del valor de A¢, una acumulacion o disminucion del numero de particulas en las

cercanias de los sdlidos. En este aspecto se sigue la regla propuesta por Salles et al.
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(1993) que es la misma que aplica Maier et al. (1998, 2000), consistente en que si
una particula encuentra en su camino el limite de un sélido, se detiene situdndose
sobre el mismo y parte de esa posicion con una direccion aleatoria en la siguiente
iteracion.

El incremento en el nimero de particulas de trazador mejora la precision de los
resultados como demuestran Maier et al. (1998), aunque en este aspecto es necesario
considerar una cantidad de las mismas que no aumente en exceso el tiempo de
ejecucion de una simulacion. Es dificil dar en este caso algin dato orientativo pues

siempre depende del problema que se esté estudiando.
7.2.- Simulaciones hechas con el camino aleatorio

7.2.1.- Difusion pura

La figura 7.2 muestra el proceso de difusion pura (D,, = 0,015 u.m.*/ciclo en las
direcciones X e Y) simulado para un trazador situado inicialmente en la posicion
central del dominio problema compuesto de 600 particulas, obtenido con el modelo
del camino aleatorio.

En esta ocasion al no existir adveccion, D* debe ser igual a D,,. La figura 7.3
representa la varianza de los desplazamientos de las particulas en la direccion X
frente al tiempo. Se puede observar como los puntos (o” — 7) tienden a aproximarse a
una recta de cuya pendiente puede obtenerse, segun (7.12), D,, o un valor muy
proximo. La pendiente de dicha curva multiplicada por 0,5 debe dar como resultado
D*. Lo mas habitual es calcular el resultado adimensional del cociente entre D*y D,,
(7.16)

D/ (1) 1 do?
D 2D, dt

m

(7.16)

Se ha simulado también la difusiéon pura con el modelo BGK (7p = 0,56)
obteniéndose la figura 7.4, que presenta gran similitud con la 7.2 y en la que los

tonos oscuros representan mayores valores de concentracion.
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400—
300
“b 200—
Dm=0,015 u.m.?/ciclo
100 do?/dt=0,031504 (12 = 0,9989)
D*/Dm=(1/2)*(ds?/dt)/Dm=1,05013
0 \ \ \ \
0 4000 8000 12000 16000
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Fig. 7.3. Varianza de los desplazamientos de las particulas en el caso de difusion pura obtenida con el
modelo del camino aleatorio.
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Fig. 7.4. Evolucion temporal del fendomeno de difusion pura obtenida con el modelo BGK.
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Fig. 7.4. (cont.). Evolucion temporal del fendmeno de difusion pura obtenida con el modelo BGK.

7.2.2.- Dispersion de Taylor-Aris entre dos laminas planas e infinitas.

En este caso se va a simular la dispersion de un trazador que se inyecta en un
flujo de Poiseuille que avanza en la direccion X de izquierda a derecha entre dos
laminas planas e infinitas. El célculo del campo de velocidades se hace con el
modelo BGK con parametro de relajacion 7 = 1, imponiendo una velocidad en la
direccion del flujo de 0,05 u.m./ciclo en el borde izquierdo del dominio y aplicando
la regla del rebote en la interaccion del fluido portador con las laminas, con el
objetivo de conseguir una velocidad cero en esos sitios. Con estas condiciones se
obtiene una velocidad maxima de 0,07 u.m./ciclo en el punto medio de la distancia
que separa las dos laminas y una velocidad media de 0,043 u.m./ciclo en la seccién

transversal del canal. Aris (1956), citado por Stockman (1999), demostrd que

transcurrido un tiempo caracteristico ¢, ~h}2, /Dm , con A, el ancho del canal, la

proyeccion de la distribucion del trazador sobre el eje X es casi normal y D* se puede

determinar con la expresion (7.17):

(7.17)

donde Pe es calculado con la velocidad media del flujo y A, = 64 um.. Si se
supone un valor de D,, = 0,015 u.m.z/ciclo, Pe = 187,73 y el valor teérico de D*/D,,

es 168,82.
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La figura 7.5 muestra la simulacion de la dispersion de Taylor-Aris de un

trazador compuesto de 600 particulas, determinando su parte difusiva con el modelo

del camino aleatorio.
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Fig. 7.5.

el modelo del camino aleatorio.
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La figura 7.6 es la correspondiente curva (o° — £) en la que se puede observar
como a partir del valor de # = 12500, la pendiente es constante e igual a 4,99598.
Aplicando (7.16) el valor de D*/D,, es 166,53, lo que supone un error del 1,35% con
respecto al tedrico.

100000 —
Dm=0,015
| D*Dm(tedrico)=1+(Pe*210)=168,82

80000 —
60000 —
40000—

20000—

do/dt=4,99598 (2=0,9998)

0 D*/Dm(calculado)=(1/2)*(dc*/dt)/Dm=166,53
\ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ |
0 5000 10000 15000 20000 25000
Tiempo (ciclos)

Fig. 7.6. Curva (o” — 1) obtenida calculando la componente difusiva de la dispersion de Taylor-Aris
con el modelo del camino aleatorio

Para las mismas condiciones de flujo antes expuestas pero usando el modelo
BGK para el célculo de la componente difusiva, el valor de D*/D,, que se obtiene es
166,66 (r°= 0,99986).

La evolucion temporal de concentracion de trazador es la mostrada en la figura

7.7.
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Fig. 7.7. Evolucion temporal de la distribucion de un trazador en la dispersion de Taylor-Aris,
calculando la difusion con el modelo BGK.
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Fig. 7.7.(cont.). Evolucion temporal de la distribucion de un trazador en la dispersion de Taylor-Aris,
calculando la difusion con el modelo BGK.

7.2.3.- Dispersion en torno a obstdaculos.

En esta seccion se va a simular la distribucion de concentracion de trazador en
torno a los obstaculos estudiados en el apartado 6.3.3 del capitulo anterior con las
mismas condiciones alli expuestas para la adveccion y la difusion, aunque en este
caso calculando esta ultima mediante el modelo del camino aleatorio. El coeficiente
de dispersion se calculara en todos los casos para la direccion X.

El caso de una elipse cuyo eje mayor es perpendicular a la direccion del flujo se

muestra en la figura 7.8. El trazador estaba formado por 900 particulas.
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Fig. 7.8. Evolucion de la distribucion de un trazador alrededor de un obstaculo de seccion eliptica
cuyo eje mayor es perpendicular a la direccion de flujo, calculada con el modelo de camino
aleatorio.
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Fig. 7.8. (cont.). Evolucion de la distribuciéon de un trazador alrededor de un obstaculo de seccion
eliptica cuyo eje mayor es perpendicular a la direccion de flujo, calculada con el modelo de
camino aleatorio.

La curva (o — 1) para este obstaculo es la que aparece en la figura 7.9.

1600 —
Dm=0.015
7 do¥dt=1,0856 (r?=0,9948)
D*/Dm=(1/2)*(dc?/dt)/Dm=36,18
1200 —
“b 800—
400 —
0

0 500 1000 1500 2000 2500
Tiempo (ciclos)

Fig. 7.9. Curva (&’ — 1) obtenida con el modelo del camino aleatorio para un obsticulo de seccion
eliptica con eje mayor perpendicular a la direccion del flujo.

185



EL MODELO DEL CAMINO ALEATORIO COMO APROXIMACION A LA DIFUSION

Cuando el eje mayor de la seccion eliptica del obstaculo forma un angulo de 774
con respecto a la direccion del flujo, la distribucion de 900 particulas de trazador en

torno al mismo, calculada con el modelo del camino aleatorio es la de la figura 7.10.
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Fig. 7.10. Evolucion de la distribucién de un trazador alrededor de un obstaculo de seccion eliptica

cuyo eje mayor forma 774 con la direccion de flujo, calculada con el modelo de camino
aleatorio.
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En la figura 7.11 se puede apreciar como la pendiente de la curva (¢° — 1) es
ligeramente mayor que la de la figura 7.9 lo que da como resultado un coeficiente de
dispersién mayor en este caso que en el anterior al dificultarse en menor medida el

flujo por la disposicion del obstaculo.

1200 —
Dm=0,015
| do?dt=1,1827 (=0,9979)

D*/Dm=(1/2)*(do/dt)Dm=39,42
800 —
W |
400 —

0 \ \ \ \ \

0 500 1000 1500 2000 2500
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Fig. 7.11. Curva (¢’ — 1) obtenida con el modelo del camino aleatorio para un obstaculo de seccion
eliptica con eje mayor formando 774 con la direccion del flujo.

Finalmente la figura 7.12 recoge el patron de distribucion de 1900 particulas de

trazador alrededor de un grupo de obstaculos de seccion eliptica.
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Fig. 7.12. Evolucion de la distribucion de un trazador alrededor de un grupo de obstaculos de seccion
eliptica calculada con el modelo de camino aleatorio.
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Fig. 7.12. (cont.). Evolucion de la distribucion de un trazador alrededor de un grupo de obstaculos de
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seccion eliptica calculada con el modelo de camino aleatorio.

La figura 7.13 muestra la evolucion de la varianza de los desplazamientos con el

tiempo.
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Dm=0,015
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D*/Dm=(1/2)*(dc?/dt)/Dm=82,8
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Fig. 7.13. Curva (o° — 1) obtenida con el modelo del camino aleatorio para un grupo de obstaculos de
seccion eliptica.

En los tres casos antes expuestos se puede comprobar una coincidencia notable
en los patrones de distribucion del trazador obtenidos tanto con el modelo BGK
como con el modelo del camino aleatorio. Interesante es hacer notar la diferencia
entre las formas de las curvas (o — £) de este apartado, ya que conforme el niimero
de obstidculos aumenta, mas tiempo se tarda en alcanzar un valor constante del
coeficiente de dispersion. Esto se debe a que existe una primera fase, correspondiente
a los ciclos iniciales, en la que domina el fenémeno de difusién sobre el de
adveccion, siendo su duraciéon mayor conforme el nimero y la complejidad en la

disposicion de los obstaculos se incrementa.

7.2.4.- Dispersion en medios porosos

Para completar las simulaciones con el modelo del camino aleatorio y su
comparacion con el BGK, se estudi6 la dispersion en dos medios porosos en los que
si bien la porosidad era la misma (80%), los so6lidos representados por circulos de
diametro igual a 36 u.m. estaban dispuestos en un caso al azar (fig. 7.14 y 7.15) y en
otro ordenados en dos hileras paralelas a la direccion del flujo (fig. 7.17 y 7.18). La
velocidad en cada uno de los puntos del dominio se calculdé con el modelo BGK

consiguiendo una velocidad media de 0,0055 u.m./ciclo en el primer caso y de
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0,00626 u.m./ciclo para el segundo, con un pardmetro de relajacion en ambos casos
de 7= 1 que da para el primero Re = 1,23 y para el segundo Re = 1,35.

Para el calculo de la parte difusiva se consideraron condiciones periddicas tanto
para los caminantes aleatorios como para el modelo BGK. El valor de D,, se fijé en
0,015 u.m.*/ciclo para la direccion de avance del flujo como para la perpendicular a
la misma. Los valores de Pe para la disposicion al azar y regular de los obstaculos
fueron 13,2 y 15,02. En las simulaciones hechas con el modelo BGK, la
concentracion inicial de trazador era cero en todos los sitios del dominio, salvo en las
columnas 2 a 6 del margen izquierdo de la malla, en las que se mantuvo una

concentracion igual a 0,9 durante las primeras 1500 iteraciones.
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Fig. 7.14. Dispersion en un medio poroso, con solidos dispuestos al azar, calculando la difusion con el
modelo del camino aleatorio. El esquema superior izquierdo representa el campo de
velocidades calculado con el modelo BGK.

Los caminantes aleatorios que aparecen en los primeros ciclos en el lateral
derecho del domino son producto de la aplicacion de condiciones periddicas en las

dos direcciones del plano.
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Fig. 7.15. Dispersion de la concentracion de un trazador en un medio poroso, con so6lidos dispuestos al
azar, calculando la difusion con el modelo BGK.

La similitud entre las figuras 7.14 y 7.15 es considerable, coincidiendo en su

mayor parte las concentraciones de trazador de la ultima con la densidad de

caminantes aleatorios en la primera para los instantes de tiempo seleccionados. La

figura 7.16 muestra la evolucién de la varianza con respecto al tiempo.

100000 b -9.015
| do*dt=0.71134 ( = 0.9991)
D*/D, =(1/2)*(do*/dt)/D, =23.71
80000—
60000—
4 i
40000—
20000—
0 T T ]
0 40000 80000 120000 160000 200000

Tiempo (ciclos)

Fig. 7.16. Curva (& — t) para el medio poroso con sélidos dispuestos al azar.

En el caso del medio poroso con disposicion regular de solidos se obtiene la

misma concordancia antes expuesta entre los dos métodos.
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Fig. 7.17. Dispersion en un medio poroso, con solidos dispuestos regularmente, calculando la difusion
con el modelo del camino aleatorio. El esquema superior izquierdo representa el campo de
velocidades calculado con el modelo BGK.
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Fig. 7.18. Dispersion de la concentracion de un trazador en un medio poroso, con sélidos dispuestos
regularmente, calculando la difusiéon con el modelo BGK.

En este caso la relacion o — ¢ de la figura 7.19 es diferente a la de 7.16, como

consecuencia de la menor tortuosidad del medio poroso que se traduce en un menor
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tiempo necesario para que la curva alcance una pendiente constante y en un mayor

coeficiente de dispersion.

80000
D,=0.015

do¥dt=2.1754 (12 = 0.99984)
1 D*D,=(1/2)*(dc¥dt)/D,=72.51

60000

‘b 40000

20000—

0 \ \ !
0 20000 40000 60000
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Fig. 7.19. Curva (& — f) para el medio poroso con sélidos dispuestos regularmente.

7.3.- Conclusiones

La aproximacion al fendmeno de la dispersion, consistente en el acoplamiento
del modelo BGK con el del camino aleatorio, cuya codificacion esta contenida en el
anexo IV, pone de manifiesto la posibilidad de uso del primero integrado con otros
modelos en la descripcion de fendomenos complejos en los que el calculo de un
campo de velocidades sea un ingrediente fundamental.

Los resultados obtenidos con la aproximacion BGK pura, expuesta en el capitulo
seis, en la simulacion de diferentes experimentos muestran gran concordancia con los
producidos por la combinacion BGK-camino aleatorio. Sin embargo, esta ultima
alternativa es mas versatil ya que no tiene limitacion alguna en el valor de la
constante de difusion simulada, mientras que en el modelo BGK puro aplicado a la
dispersion, ese valor depende del pardmetro de relajacion y la superacion de esta

carencia implica la introduccion de imprecisiones en los resultados.
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7.5.- Notacion
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< > ................... promedio.

BGK ................ evolucion del modelo de malla de Boltmann basado en las ideas
de Bhatnagar, Gross y Krook para simplificar el operador de
colision.

(60, ) IR concentracion de trazador.

Courennrrrennrannneans velocidad del sonido (pardmetro de la malla elegida).

Ao, nimero de dimensiones del problema analizado.

D* i, coeficiente de dispersion.

AA ..o, vector normal a un elemento infinitesimal de superficie que
limita el dominio.

Dy constante de difusion molecular.

Abeeeeeeaeiaannnn, diferencial de tiempo.

P, distancia entre dos nodos de la malla.

Hoooooovee, exponente de Hurst.

Ry, ancho del canal en la dispersion de Taylor-Aris.
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flujo difusivo.

limite.

numero de particulas dentro del volumen V, en la posicién x y
en el instante ¢.

numero de Péclet.

media del cuadrado de los desplazamientos del caminante
aleatorio a una determinada escala temporal y espacial;
coeficiente de determinacion en los ajustes de las curvas o — 1.
media del cuadrado de los desplazamientos del caminante
aleatorio a una determinada escala temporal y espacial.

instante inicial.

tiempo caracteristico de la dispersion de Taylor-Aris.

unidades de malla.

volumen del dominio.

valor maximo del campo de velocidades.

velocidad de una particula.

Xoveeeereenireeenneens una direccion genérica.

b () FETE posicion de una particula en el instante ¢.

X, (DmAt) ....... componente difusiva de la posicion de una particula con At
incremento de tiempo.

X Yoo direcciones horizontal y vertical.

O, denominacion genérica de un dominio.

K e factor de escala de tiempo y espacio.

O e, varianza.

Tereeeeeereenenennens parametro de relajacion para el portador.

TD eeeeereeeneveeennes parametro de relajacion para el trazador.

TD eereeereeeeeninens parametro de relajacion para el trazador.

195






8

Estudio de la Erosion con los Modelos de Malla

En este capitulo se exponen dos aproximaciones al estudio de la erosion basadas
en los modelos de malla. La primera de ellas, usa un automata celular para la
determinacion de las zonas de acumulacién o pérdida de suelo, en presencia de
obstaculos. La segunda consiste en la combinacion del modelo de Boltzmann, con el
que se calcula el campo de velocidades alrededor de una barrera, con un autémata

celular que determina el patron de redistribucion de sedimento.

8.1.- Automata celular usado para analizar la redistribucion de suelo en una
parcela

Se propone un autémata celular (AC) que usa una malla D2Q9. Con este AC se

calcula la movilizacion de las particulas, su transporte y propagacion y su posterior

reajuste en cada sitio del dominio.

8.1.1.- Descripcion del autéomata celular empleado
8.1.1.1.- Condiciones iniciales

La informacion bésica estd recogida en un modelo digital de elevaciones de la
zona de estudio. A cada sitio r [L] del mismo, en el instante ¢ = 0, ¢ [T],se le asigna
un numero entero de particulas n(r, f) = 0, n [M], en funcién de su elevacion. A
continuacion se calcula la pendiente S(r, ) (8.1) y su aspecto A¢(r, t) (8.2), direccion
en la que pendiente es maxima, en todos los sitios. Si se denomina zg, zg, zy y zs el
numero de particulas de los vecinos de un sitio situados al oeste, este, norte y sur,
respectivamente, y Ax [L] e Ay [L] la resolucion del dominio en las direcciones

horizontal y vertical, se tiene
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2 2
S(r,t)=arctan \/(202;5] _{ZNngs] (8.1)
4

A, (r,t):—arctan[zo _ZE/ZN _ZSJ (8.2)

2Ax 2Ay

Si se multiplica el valor de S(r, ) por el seno y el coseno de A/(r, ), se obtienen
para cada sitio r las componentes horizontal y vertical de la fuerza F(r,) [MLT?]
(gravedad) que provoca el movimiento de particulas de suelo.

Fy(r,t)=S8(r,t)cos( 4, (r,z))

F,(r,t)=S(rt)sin(4, (r.t)) (8.3)

Esta fuerza se calcula cada vez que se renueva el modelo digital de elevaciones
para incorporar los cambios en el nimero de particulas de los sitios debidos a la

acumulacion o pérdida de suelo.

8.1.1.2.- Movilizacion de las particulas de un sitio r

En cada iteracidon el nimero de particulas que pueden abandonar un sitio es una
cantidad méxima ny, [M]. Las particulas candidatas que van a entrar en la fase de
transporte se determinan calculando una probabilidad de erosion p.(r, £), en base a un

valor umbral de pendiente Sy, tal que

p.(r,t)=min [1, (8.4)

S(r,t)
)
Para cada particula, se genera un nimero aleatorio y, si éste es inferior o igual a
pe(r, t), dicha particula abandona el sitio. Para agilizar los célculos, se usa una
funciéon de distribucion binomial B(#m, pe(r, f)), aproximada por la normal N(0,1)
cuando 7y, > 30, de la que se obtiene el nimero de particulas n,/(r, £) < nyim, 15 [M],
que dejan el sitio. En el caso de que un sitio sea obstaculo la probabilidad de erosion

es nula, p(r, 1) = 0.
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8.1.1.3.- Mecanismo de transporte

En esta fase, las particulas n,(r, ) se distribuyen entre los ocho enlaces de la
malla D209 que unen un sitio con sus vecinos, dependiendo de las componentes de
la fuerza Fx(r, ) y Fx(r, t). A modo de ejemplo, para la numeracion de los enlaces de

la malla de la figura 8.1

78S

Fig. 8.1. Numeracion de los enlaces de la malla D209 empleada.

y si Fx(r, t) tiene sentido O-E y Fy(r, ) S-N, ny(r, ) se repartirdn entre los
enlaces 1, 2 y 3, con unas probabilidades calculadas a partir del valor absoluto de las
componentes de la fuerza y con la condicion de que la suma de las mismas sea igual
a uno. En el caso de que el vecino del enlace i sea sélido, las particulas que van

dirigidas hacia ¢él, se quedan en el sitio de origen sin ser propagadas.

8.1.1.4.- Propagacion de las particulas
Para la propagacion de las particulas desde un sitio r hacia sus vecinos se usa el
mecanismo propuesto en el anexo II para la fase del mismo nombre en el caso del

modelo BGK.

8.1.1.5.- Actualizacion del numero de particulas en cada sitio

Una vez concluida la fase de propagacion, se recuentan las particulas que hay en
los enlaces de cada sitio, siendo su suma #n.,(r, ?), n., [M]. La diferencia entre ésta y
nsa(r, t) da la ganancia o pérdida de particulas en el sitio r. A fin de evitar el ruido
estadistico propio de los automatas celulares, es aconsejable calcular el valor medio
de nen(r, 1) - ns(r, f) cada cierto numero de iteraciones, en torno a 20, y actualizar el

modelo digital de elevaciones.
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8.1.2.- Resultados obtenidos con el automata celular

Para comprobar los resultados de este modelo con los que produce el modelo
TERON descrito en el capitulo 2, se aplicé el AC a un modelo digital de elevaciones
reducido que representa la parte central de la finca Los Libros (fig. 8.2) de 100 filas y
150 columnas con Ax = Ay = 1. El niimero de particulas asignado al sitio de mayor
elevacion fue 2x10°. Se escogid para la pendiente umbral Sy un valor de 776 y la
cantidad nj, de 100 particulas. En todas las casos analizados, el niimero de

iteraciones fue 10°.

190000
170000
150000
130000
110000
90000
70000
50000
30000
10000

Fig. 8.2. Modelo digital de elevaciones de la finca Los Libros empleado en las simulaciones del
automata celular. La escala indica el nimero de particulas asignado a cada sitio del
dominio. La linea a trazos sefala el perfil transversal en el que se analizara la evolucion del
relieve.

8.1.2.1.- Simulacion sin obsticulos

En este caso se pretendia determinar el patron de distribucion de las particulas de
suelo teniendo so6lo en cuenta el factor topografico representado por la pendiente y el
aspecto, tratandose de un proceso de erosion lineal. La figura 8.3 muestra las zonas
de acumulacion (> 0) y pérdida de suelo (< 0). Se puede observar una erosion notable
en las zonas mas altas con mayor pendiente y un depoésito de sedimento en las zonas

mas bajas con pendientes suaves.
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9000
7000
5000
3000
1000
-1000
-3000
-5000
-7000
-9000

Fig. 8.3. Redistribucion del suelo obtenida con el autémata celular tras 10* iteraciones, considerando
solo el factor topografico y erosion lineal. Acumulacion (>0) y pérdida de suelo (<0).

La evolucion del relieve en el perfil de referencia, marcado en la figura 8.2, se
muestra en la figura 8.4, observandose acumulaciéon de particulas en las partes

concavas y pérdida en las convexas.

1.6E+005 —

N —  elevacion final
————— elevacion inicial

1.4E+005 —

1.2E+005 —

1.0E+005 —

Elevacion (n° de paticulas)

8.0E+004 —

0 30 60 90 120 150
Distancia horizontal (u.m.)

Fig. 8.4. Evolucion del perfil de estudio obtenida con una simulacion del autémata celular de 10*
iteraciones, considerando solo el factor topografico y erosion lineal.
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8.1.2.2.- Simulacion con obstaculos

En este caso, a la accion del factor topografico se le sumo la de la presencia de
obstaculos circulares de 4 u.m. de diametro, separados una distancia horizontal y
vertical de 15 y 10 u.m., respectivamente, en un caso y en otro a 30 y 20 um. La
figura 8.5 muestra el primer caso, en las que los obstaculos son los circulos blancos.

10000
8000
6000
4000
2000
0
-2000
-4000
-6000

- — -8000
Fig. 8.5. Redistribucion del suelo obtenida con el autémata celular tras 10 iteraciones, considerando
el factor topografico y obstaculos circulares de 4 u.m. de diametro (circulos blancos),
separados 15 u.m. en la horizontal y 10 u.m. en la vertical. Acumulacion (>0) y pérdida de
suelo (<0).
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La presencia de obstaculos produce acumulaciones de suelo aguas arriba de los
mismos en la direccion de la maxima pendiente, en zonas en las que solo se aprecia
pérdida en la figura 8.3. Igual sucede en aquellos sitios en los que, en ausencia de
barreras, solo habia acumulacién. La figura 8.6, en la que los obstaculos son los

circulos negros, es un buen ejemplo del efecto antes comentado.

1.6E+005 —

B —  elevacion final
----- elevacion inicial

1.4E+005 —

1.2E+005 —

1.0E+005 —

Elevacion (n° de paticulas)

8.0E+004 —

6.0E+004

0 30 60 90 120 150
Distancia horizontal (u.m.)

Fig. 8.6. Evolucion del perfil de estudio obtenida con una simulacién del automata celular de 10*
iteraciones, considerando el factor topografico y la presencia de obstaculos circulares de
4 u.m. de didmetro (circulos negros), separados 15 u.m. en la horizontal y 10 u.m. en la
vertical.
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En el caso de obstaculos mas separados de nuevo se pone de manifiesto, aunque
con menor intensidad, el cambio en el patron de distribucion de suelo (fig. 8.7) con

respecto a la figura 8.3.
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2000
0
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-4000
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-8000

Fig. 8.7. Redistribucion del suelo obtenida con el autémata celular tras 10* iteraciones, considerando
el factor topografico y obstaculos circulares de 4 u.m. de diametro (circulos blancos),
separados 30 u.m. en la horizontal y 20 u.m. en la vertical. Acumulacion (>0) y pérdida de
suelo (<0).

La figura 8.8 muestra la evolucion del perfil de estudio para esta situacion.

1.6E+005 —

N —  elevacion final
————— elevacion inicial

1.4E+005 —|

1.2E+005 —

1.0E+005 —

Elevacion (n° de paticulas)

8.0E+004 —

0 30 60 90 120 150
Distancia horizontal (u.m.)

Fig. 8.8. Evolucion del perfil de estudio obtenida con una simulacién del automata celular de 10*
iteraciones, considerando el factor topografico y la presencia de obstaculos circulares de
4 u.m. de didmetro (circulos negros), separados 30 u.m. en la horizontal y 20 u.m. en la
vertical.
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8.1.2.3.- Simulacion con obstaculos y laboreo en el sentido O-E

El efecto de una labor es considerado en este modelo sumando a la componente
horizontal del factor topografico una fuerza de deriva Fipor, ), Fiapor [MLT'Z]
proporcional a la pendiente que cada sitio r tiene en el sentido de avance supuesto,
en este caso O-E.

Eigpory (0,1) = A-S(r,2) 85)
EaborY (r,0)=0

siendo 4 una constante que depende del tipo de laboreo que se quiera simular. Se
emplearon dos valores de A4, correspondiendo a una intensidad de laboreo ligera
(4=0,3) y a otra pesada (4 = 1).

En la figura 8.9 se puede apreciar la redistribucion de suelo que se obtiene con la
accion conjunta del factor topografico y el laboreo ligero en presencia de obstaculos
circulares de 4 u.m. de didmetro, separados 30 u.m. en la horizontal y 20 u.m. en la
vertical. La accion del laboreo se manifiesta incrementando la acumulaciones y
pérdidas de suelo, en las cercanias del obstaculo, que se podian apreciar en la figura

8.7.
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Fig. 8.9. Redistribucion del suelo obtenida con el autémata celular tras 10* iteraciones, considerando
el factor topografico y laboreo ligero (4 = 0,3) en sentido O-E, en presencia de obstaculos
circulares de 4 u.m. de didmetro, separados 30 u.m. en la horizontal y 20 u.m. en la vertical.
Acumulacion (>0) y pérdida de suelo (<0).

La evoluciéon del relieve en el perfil de control (fig. 8.10), muestra también
diferencias en el patron de distribucion de las particulas de suelo en las proximidades

de las barreras, con respecto a la figura 8.8.
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1.6E+005 —
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Fig. 8.10. Evolucion del perfil de estudio obtenida con una simulacién del autémata celular de 10*
iteraciones, considerando el factor topografico y laboreo ligero (4 = 0,3) en sentido O-E, en
presencia de obstaculos circulares de 4 u.m. de diametro (circulos negros), separados

30 u.m. en la horizontal y 20 u.m. en la vertical.

En el caso de un laboreo mas intenso (4 = 1), los efectos del mismo son mas

acusados como se puede observar en la figura 8.11.

7500
6500
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2500
1500
500
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-1500
-2500
-3500
-4500
-5500

Fig. 8.11. Redistribucion del suelo obtenida con el autémata celular tras 10* iteraciones, considerando
el factor topografico y laboreo pesado (4 = 1) en sentido O-E, en presencia de obstaculos
circulares de 4 u.m. de diametro, separados 30 u.m. en la horizontal y 20 u.m. en la vertical.

Acumulacion (>0) y pérdida de suelo (<0).

En este caso, se aprecia que las acumulaciones y pérdidas son menores que en el

caso de la figura 8.7, como consecuencia de concentrarse béasicamente en las

inmediaciones del obstaculo. Esto resta importancia al factor topografico, frente al

laboreo en el proceso de redistribucion de suelo. La figura 8.12 muestra, para el

perfil de estudio esta situacion.
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1.6E+005 —

N — elevacion final
***** elevacion inicial
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Elevacion (n° de paticulas)

8.0E+004 —
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Distancia horizontal (u.m.)

Fig. 8.12. Evolucion del perfil de estudio obtenida con una simulacién del autémata celular de 10*
iteraciones, considerando el factor topografico y laboreo pesado (4 = 1) en sentido O-E, en
presencia de obstaculos circulares de 4 u.m. de diametro (circulos negros), separados
30 u.m. en la horizontal y 20 u.m. en la vertical.

Las resultados expuestos muestran gran similitud con los obtenidos con el
modelo TERON, por lo que la capacidad del AC propuesto para describir el
fendmeno de la erosion esta probada. Aunque se han escogido una condicion muy
sencilla como es la ecuacion lineal de la erosién, se pueden introducir las

modificaciones que se deseen, cambiando la expresion (8.3).

8.2.- Modelo mixto BGK — automata celular que determina el patron de erosion en
torno a un obstdaculo

En este apartado se describe el patron de erosion y deposito que origina un flujo
en presencia de un obstaculo. La aproximacion que se presenta, BGK — AC, se basa
en el acoplamiento de un modelo BGK que determina la velocidad para cada sitio r
del dominio, usando posteriormente la misma en el calculo de las fases de
movilizacion y transporte de particulas de un automata celular similar al descrito en
el apartado anterior (Masselot, 2000 y Dupuis, 2002). Es por tanto, una sustitucion de
la fuerza F(r, t), que en el AC anterior se corresponde con la gravedad y la posible
accion de un apero de labranza, por u(r, f), u [LT'] estimada con BGK, en los
algoritmos de calculo del numero de particulas que abandonan un sitio y la direccion

en que lo hacen. De esta forma se consigue captar la principal caracteristica de este
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fendmeno consistente en que la erosion se produce en los sitios donde la velocidad es

mas alta y el deposito en los que es mas baja.

8.2.1.- Etapas del modelo BGK — automata celular
En la figura 8.13 se muestra un diagrama con las fases de las que consta este

modelo, cuya codificacion se encuentra recogida en el anexo V.

Establecimiento del
flujo (BGK)

:

erosion

v

transporte

v

propagacion

v

reajuste del relieve

v

calculo de u(r, ?)
(BGK)

Fig. 8.13. Fases del modelo BGK — autémata celular.

8.2.1.1.- Establecimiento del flujo (BGK)

Como paso previo a las fases del automata celular que describen la erosion y
deposito de sedimento, es necesario conseguir que el flujo alrededor del obstaculo
esté bien definido. Para ello debe ejecutarse un nlimero de iteraciones previas con el
modelo BGK (malla D20Q9), que algunos autores como Dupuis (2002) establecen

empiricamente en cuatro o cinco veces la dimension mayor del dominio.

8.2.1.2.- Erosion y transporte de las particulas
Aunque las fases de erosion y transporte aparecen separadas en el esquema de la
figura 8.13, ambas se calculan en el modelo de forma conjunta (Masselot, 2000 y

Dupuis, 2002).
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Una vez que el flujo esta establecido, se determina el nimero de particulas que
no abandonan el sitio r, en base a una probabilidad py(r, ¢) calculada a partir de las
componentes de la velocidad ux(r, t) y uy(r, ¢). Si se tiene una situacion como la
mostrada en la figura 8.14, en la que la numeracion de los enlaces es la de la figura

8.1,

A
2
a4
//
/7
, 7
4 ‘ ’
u(r, t)T
, e
4 ‘ ‘
® > |
0 —>
ux(r, )
Fig. 8.14. Situacion a partir de la que se calculan las probabilidades de movilizacion de particulas y de

transporte.

la probabilidad de que una particula se quede en el nodo 0 es

Py (1) = (1=[ueye (r,2)])- (1 =ty (r,2)]) (8.6)

mientras que las probabilidades de que se dirija a los nodos 1, 2 y 3 son,

respectivamente, p,(r, t), pa(r, ¢) y ps3(r, t), calculadas como:

|y (r.1)) (8.7)

de tal modo que su suma sea la unidad.

p,(r,0)+p, (r,t)+ p,(r,t)+ p,(r.t)=1 (8.8)

Se reparten ny;, particulas entre el nodo 0, que no abandonaran el sitio en la fase
de propagacion, y los enlaces 1, 2 y 3. Si ny;, = 30, se comienza el reparto usando una
funcion de distribucion binomial en el orden 0, 1, 2 y 3. Si se llega a la situaciéon en
la que el numero de particulas que quedan por distribuir es menor que 30, su reparto

se hara de forma individualizada generando un niimero aleatorio 77 de la forma
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Sin<p, (r,t) se queda en 0
Sin<p,(r.t)+p,(r.t) yn>p,(r.t) vaal
Si n<p,(r.t)+p,(r.t)+p,(r.t) y n>p,(r.t)+p,(r,t) vaa2
Sin<lyn>p,(r.t)+p,(r,t)+p,(r,t) vaa3

(8.9)

Para finalizar esta etapa, se tienen en cuenta los obstaculos tras el reparto de
particulas, haciendo que aquellas que se encuentran en un enlace que une el sitio con
otro que estd marcado como barrera, se queden en el nodo de procedencia, no siendo
consideradas en la fase de propagacion. El numero de particulas que salen del sitio

nsq(r, t) es la suma de las que se encuentran en los enlaces 1,2 y 3.

8.2.1.3.- Propagacion de las particulas
En esta fase, el mecanismo propuesto para el autdmata celular es el mismo que
el descrito para el modelo BGK y que, como se dijo antes, se encuentra codificado en

el anexo 1.

8.2.1.4.- Reajuste del patron de distribucion de sedimentos

Una vez que la fase de propagacion ha concluido, se calcula para cada sitio la
diferencia entre las particulas que han entrado y salido del mismo. Si esta diferencia
es positiva, se produce acumulacién de particulas. En caso contrario es la erosion la

que ha tenido lugar.

8.2.1.5.- Calculo del nuevo campo de velocidades con BGK

En el caso de que la configuracion de solidos pueda cambiar en el tiempo como
consecuencia de la erosion y deposito de particulas, es necesario calcular un nuevo
campo de velocidades que contemple estas variaciones. Esta fase, en caso de ser
necesaria, se ejecuta cada cierto numero de iteraciones, alrededor de 20, para que se

adviertan los cambios en el relieve.
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8.2.2.- Resultados obtenidos con el modelo mixto BGK — AC

Se tratd6 de comprobar la capacidad del modelo propuesto para reproducir los
resultados presentados por Bunte y Poesen (1993) y Poesen et al. (1994). En estos
trabajos se estudiaba la formacién socavamientos alrededor de piedras, depositados
en un lecho limo-arenoso, como consecuencia de lo que estos autores denominaban
vortices de herradura provocados por un flujo de agua, de izquierda a derecha, con
un nimero de Reynolds (Re) en torno a 200. La figura 8.15 muestra uno de los

patrones de distribucion de suelo obtenidos por Poesen et al. (1994).

ST TR, LI - Tt

Fig. 8.15. Efecto de los vortices de herradura provocados por un flujo de agua de Re = 200, en torno a
piedras depositadas en un lecho limo-arenoso. Poesen et al. (1994).

Se adoptd el modelo mixto BGK-AC en dos dimensiones con la malla D209,
forzando el flujo de izquierda a derecha con una velocidad no alterada por la
presencia de obstaculos de 0.1 u.m./ciclo, un tiempo de relajacion 7 igual a 0,5225,
para conseguir un valor de Re similar al de Bunte y Poesen (1993) y Poesen et al.
(1994), y una constante de Smagorinsky, Cgnago, igual a 0,4. La disposicion de los
obstaculos fue similar a la de la figura 8.15 en un dominio de longitud horizontal
nx =400 u.m. y vertical ny = 200 u.m. El nimero de particulas asignadas a cada sitio
inicialmente fue de 10* y la cantidad méxima de la misma que se podia erosionar en
la iteracién era n;, = 100. El nimero maximo de iteraciones fue 10*. En la figura

8.16 se muestra el campo de velocidades calculado con el modelo BGK.
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Fig. 8.16. Campo de velocidades obtenido con el modelo BGK y con la malla D2Q9 para un flujo
caracterizado por una velocidad media de 0,1 u.m./ciclo, un pardmetro de relajacion
7=0,5225 (Re = 200) y una constante de Smagorinsky Cj,,qe = 0,4, con una disposicion de
obstaculos similar a la mostrada por Poesen et al. (1994).

En la figura anterior se puede apreciar claramente los vortices de herradura
mencionados por Poesen et al. (1994) en torno a los obstaculos. Las flechas
representan tanto el modulo como la direccion y sentido de la velocidad en cada
punto del dominio. La velocidad en la superficie de los obstaculos y en su interior es
cero debido a la aplicacion de la regla del rebote, explicada en el anexo II. El hecho
de que, en algunos casos, las flechas se introduzcan en el interior del obstaculo es un
defecto del programa usado en la elaboracion de la figura.

Los efectos del campo de velocidades mostrado en la figura 8.16, se muestran en

la 8.17.
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Fig. 8.17. Patron de erosion obtenido con el modelo BGK-AC tras 10 iteraciones con un flujo de
izquierda a derecha (Re = 200) y una disposicion de obstaculos similar a la mostrada por
Poesen et al. (1994).

La similitud entre las figuras 8.17 y 8.15 es notable, siendo patente la accion de
los vortices de herradura. Dos son las diferencias mas significativas entre ambas: la
primera de ellas se encuentra en los obstaculos situados cerca del margen izquierdo
del dominio, ya que los efectos erosivos son menores en 8.17 que en 8.15 como
consecuencia de ser estos obstaculos los primeros obstaculos que se encuentra el
flujo al estar forzado de izquierda a derecha. La segunda y mas importante la
ausencia de socavamiento en 8.17 justo en el punto de estancamiento aguas arriba del
obstaculo. Esto se debe a que, aunque la situacion presentada por Poesen et al.
(1994) es un problema esencialmente plano, es necesario un tratamiento del mismo
en tres dimensiones. La figura 8.18 muestra el campo de velocidades que se obtiene
después de 5000 iteraciones con el modelo BGK y la malla D309, cuya
codificacion se expone en el anexo VI, para un flujo tridimensional (nx = 64, ny =
64, nz = 32) paralelo al plano XY y forzado en el sentido positivo del eje X, en
presencia de un obstaculo cilindrico de didmetro 16 u.m., con una velocidad no
alterada por el mismo de 0,1 u.m./ciclo, un pardmetro de relajacion 7= 0,50001 y
una constante de Smagorinsky Ciuago = 0,15. La regla del rebote fue aplicada en las
inmediaciones del sélido y la reflexion especular se uséd en los sitios de Z = nz —1,
para simular la superficie libre del fluido.

Se puede apreciar como en la seccidon correspondiente a ¥ = 32 u.m. aparece un
vortice situado aguas arriba de la base del obstaculo. Este es el responsable de que en
la figura 8.15 se observe un socavamiento en esa misma posicion que el modelo

BGK — AC bidimensional presentado no es capaz de reproducir.
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Fig. 8.18. Campo de velocidades obtenido en tres dimensiones con el modelo BGK y la malla D3Q19
con 7= 0,50001, Cyyeg0 = 0,15 y velocidad media 0,1 u.m./ciclo, para el caso de un obstaculo
cilindrico de 16 u.m. de didmetro. Los valores de X, Y y Z indican las coordenadas de la
seccion representada. Obsérvese en el caso Y = 32 el vortice que se forma, aguas arriba del
obstaculo, en la base de la barrera.

Las figuras 8.19 y 8.20, obtenidas con el modelo BGK en dos dimensiones con
la malla D209 con un parametro 7= 0,50001, Cgpago = 0,2 y velocidad media de 0,1
u.m./ciclo en el caso de obsticulos de seccion circular y rectangular de longitud
infinita en la direccion perpendicular al plano XY, muestran a modo de ejemplo la
formacion de dos vortices en los puntos de estancamiento, aguas arriba y abajo del
obstaculo. La situacion descrita por estas figuras no es extrapolable a la que se
encuentra en el trabajo de Poesen et al. (1994) porque en ese caso el fluido no pasaba

por encima del obstéculo.

80 i G s e ‘Hﬁwﬁ
W
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— > > > >V
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Fig. 8.19. Campo de velocidades obtenido en dos dimensiones con el modelo BGK y la malla D2Q9
con 7= 0,50001, Cqe = 0,2 y velocidad media 0,1 u.m./ciclo, para el caso de un obstaculo
de longitud infinita en la direcciéon perpendicular al plano XY y seccion circular.
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Fig. 8.20. Campo de velocidades obtenido en dos dimensiones con el modelo BGK y la malla D2Q9
con 7= 0,50001, Csqe = 0,2 y velocidad media 0,1 u.m./ciclo, para el caso de un obstaculo
de longitud infinita en la direccion perpendicular al plano XY y seccion rectangular.

Para concluir este apartado, se comprobd la importancia de la influencia de la
viscosidad del fluido en los patrones erosivos, simulando diferentes nimeros de
Reynolds, manteniendo la velocidad media del flujo en 0,1 u.m./ciclo. Como se
puede apreciar en la figuras 8.21 y 8.22, conforme el fluido es mas viscoso los
vortices de herradura estdn menos desarrollados, lo que se traduce en un menor

socavamiento en las proximidades del obstaculo.

™~

¥
——--—‘_-.Q.J

Fig. 8.21. Patrén de erosion obtenido con el modelo BGK-AC tras de 10* iteraciones con un flujo de
izquierda a derecha (Re = 90) y una disposicion de obstaculos similar a la mostrada por
Poesen et al. (1994).

L
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Fig. 8.22. Patron de erosion obtenido con el modelo BGK-AC después de 10 iteraciones con un flujo

de izquierda a derecha de Re = 65 y una disposicion de obstaculos similar a la mostrada por
Poesen et al. (1994).

8.2.3.- Mejoras a incorporar en el modelo BGK — AC

De los resultados expuestos hasta ahora se desprende que la aproximacion a
problemas de socavamiento en torno a obsticulos debe ser tridimensional. El
problema que se plantea con el modelo BGK — AC es como erosionar el suelo que
rodea a la barrera con voértices que actiian en un plano perpendicular al del lecho. En
este aspecto cabe destacar los trabajos de Masselot (2000) y Dupuis (2002),
centrados en la erosion y depdsito de nieve y en la formacion de meandros en rios,
respectivamente. Ambos establecen un mecanismo de erosion basado en arrancar un
nimero maximo de particulas, n;,, con una determinada probabilidad de erosion,
Peros- Las particulas candidatas a ser erosionadas estan en la parte superior de la capa
de sedimentacion y son movidas a la celda mas proxima en la vertical, en la que la
velocidad del flujo es distinta de cero y, por tanto, se aplica la fase de transporte
descrita anteriormente. Si la velocidad es suficientemente alta, las particulas se
propagaran hacia otros sitios, pero si es pequefia, volveran a depositarse en el sitio de
procedencia. La figura 8.23 muestra esquemadticamente el proceso, en el que los
circulos negros representan particulas de sitios solidificados, aquellos que tienen un
numero de ellas igual a ny;,, mientras que los blancos corresponden a las particulas

que se estan depositando encima de una sitio solidificado.
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Fig. 8.23 Esquema de erosion propuesto por Masselot (2000) y Dupuis (2002). Figura original de
Dupuis (2002). Los circulos negros representan particulas pertenecientes a sitios
solidificados, y los blancos a aquellas que se estan depositando sobre los anteriores.

El modelo de estos autores se completa con un mecanismo de deposito que se
basa en aplicar el efecto de la gravedad sobre las particulas, afectdndolas de una
velocidad de sedimentacion v, [LT™]. Asi, se van acumulando en un sitio hasta que
su numero supera la cantidad 7, pasando a ser considerado como so6lido a la hora de
calcular el campo de velocidades con el modelo BGK. Por tanto, los parametros
fundamentales del modelo de Masselot (2000) y Dupuis (2002) son la probabilidad
de erosion, el nimero maximo de particulas que pueden dejar un sitio en cada
iteracion, que coincide con el numero de particulas que debe haber en un sitio para
que esta sea considerado como sdélido y la velocidad de sedimentacion. El diametro
de las particulas, que tanta importancia tiene en los procesos erosivos (e.g. van Rijn,
1993), no es relevante en este caso.

En esta tesis este modelo ha sido poco explorado ya que so6lo se ha analizado el
problema de socavamiento en el caso bidimensional de la figura 8.20, obteniéndose
el resultado preliminar que se muestra en la figura 8.24; se trata de la evolucion
temporal de la erosion, provocada por el flujo turbulento descrito cuando se comento
la figura 8.20, en las inmediaciones del obstidculo con los parametros n, = 50,
Vs = 0,07 ¥ peros = 0,01. A pesar del ruido estadistico, que los autores del modelo
eliminan mediante un mecanismo de estabilizacion de pendientes usando un angulo
de reposo que no ha sido contemplado en este resultado, se puede apreciar el efecto
de los dos vortices que se originan en la base del obstaculo, pues es en esas zonas
donde se produce un mayor socavamiento. En la zona de aguas abajo hay que
destacar que se observa una acumulacion de sedimento provocada por la existencia
de una zona de baja velocidad entre los dos torbellinos que se desarrollan tras el
obstaculo, dando lugar a un patron erosivo diferente del que se puede encontrar

aguas arriba.
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Fig. 8.24. Evolucion temporal del socavamiento, obtenida con el modelo de Masselot (2000) y Dupuis
(2002), para el caso de un obstaculo de longitud infinita en la direccion perpendicular al
plano XY y seccion rectangular, situado en un flujo forzado de izquierda a derecha con
7=10,50001 y velocidad media 0,1 u.m./ciclo. El nimero maximo de particulas a partir del

cual un sitio es solidificado, 7y;,, es 50, la probabilidad de erosion p,,, = 0,01 y la
velocidad de sedimentacion v, = 0,07 u.m./ciclo. ¢ es el nimero de iteraciones realizadas.

8.3.- Conclusiones

La capacidad de los automatas celulares y de su combinacién con el modelo
BGK, para reproducir los patrones erosivos que se observan en la naturaleza en el
caso de flujos con presencia de obstaculos ha quedado demostrada en este capitulo,
aunque su aplicacion a problemas tridimensionales exige que su estudio continue en
el futuro.

La gran ventaja de las aproximaciones aqui presentadas esta en que partiendo de
reglas muy simples se puede llegar a describir fendmenos complejos. No obstante,
debe cuidarse para cada problema la desconexion existente entre esas reglas y el
problema fisico, provocada por la artificialidad de las mismas. Un ejemplo de esto lo
constituye la velocidad de sedimentacion del modelo de Masselot (2000) y Dupuis
(2002) que no depende del didmetro de las particulas de sedimento. A la hora de
realizar simulaciones, es dificil establecer un criterio con significado fisico en el

ajuste de este tipo de parametros.
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8.5.- Notacion
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Ao, constante que depende del tipo de laboreo que se simule.

AC . automata celular.

AX, £) e aspecto el sitio r en el tiempo ¢.

B funcién de distribucion binomial.

BGK ......cc..... evolucion del modelo de malla de Boltmann basado en las ideas
de Bhatnagar, Gross y Krook para simplificar el operador de
colision.

BGK -AC....... modelo mixto que usa la aproximacion BGK para

determinar el campo de velocidades y un autémata celular
para la erosion y deposito de sedimentos.

Cimago oveeressissens constante de Smagorinsky.

D20Q9............... malla empleada en el analisis bidimensional.

D3QI9............. malla empleada en el analisis tridimensional.

F(r,f).cccooenenne fuerza movilizadora de particulas en el sitio r en el tiempo .

Fx(X,f) oo componente horizontal de la fuerza movilizadora de
particulas en el sitio r en el tiempo .

Fyr,f) oo componente vertical de la fuerza movilizadora de particulas
en el sitio r en el tiempo .

Fiapor(r, 1) ......... fuerza movilizadora de particulas debida a la accion de un apero
de labranza en el sitio r en el tiempo .

Flaporx(1, 1) ....... componente horizontal de la fuerza movilizadora de particulas
debida a la accion de un apero de labranza en el sitio r en el
tiempo z.

Fraporv(r, 1)........ componente vertical de la fuerza movilizadora de particulas
debida a la accidon de un apero de labranza en el sitio r en el
tiempo .

N@O,1) oo funcion de distribucion normal (0,1).

1710 S8 ) I numero entero de particulas que ocupa el sitio r en el

tiempo ¢, en un autdmata celular.
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Ren(Ty £)eveenennnne. nimero de particulas que salen de un sitio r en el tiempo ¢.

TUitm «eveeennnaeneeannns cantidad méxima de particulas que pueden ser arrancadas de
un sitio.

Nsai(Ty 1) eveennnns numero de particulas que salen de un sitio r en el tiempo .

nx, ny ,Nz.......... dimensiones del dominio problema.

p()(l', t)a pl(ra t)a

pAr, )y p3(r, b)......... probabilidades para el sitio r y el tiempo ¢ de que una

particula se quede en el mismo o se dirija hacia su
vecino horizontal, diagonal o vertical, respectivamente

de la malla D2Q9

Pe(Ty 1) o probabilidad de erosion en el sitio r en el tiempo z.

Deros eeeeenveeenivees probabilidad de erosion en los modelos de Masselot (2000)
y Dupuis (2002).

| G vector de posicion de un sitio en el dominio.

Re .o nimero de Reynolds.

RY( ) I pendiente el sitio r en el tiempo ¢.

SUveevereneiienee valor umbral a partir del cual la probabilidad de erosion es 1.

Lovereeeeeeeree e tiempo.

L1 10 0 I velocidad en el sitio r en el instante z.

110531 TSR unidades de malla.

750 9 ) ISUUUR componente horizontal de la velocidad en el sitio r en el
instante ¢.

175% L S FRUT componente vertical de la velocidad en el sitio r en el
instante ¢.

Vg eeeeeeeeeaaenaaaaaes velocidad de sedimentacion en los modelos de Masselot
(2000) y Dupuis (2002).

XY Zoeueann. coordenadas de un punto. Ejes del sistema de referencia.

Zo, ZE, ZN'Y Zs.... namero de particulas de los vecinos de un sitio r situados al
oeste, este, norte y sur.

Axe Ay ............ resolucion horizontal y vertical del dominio.
T eeeeeereenieeenenn numero aleatorio.
Toreeeereeenveeennes parametro de relajacion del modelo BGK.
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Conclusiones Generales

La erosion es un fenomeno complejo que puede ser estudiado bajo diferentes
escalas. La mesoscopica, usada en el modelo de Boltzmann, ha demostrado ser valida
para solucionar problemas como la caracterizacion de la redistribucion de suelo en
torno a un obstaculo que, con otras alternativas, son bastante dificiles de abordar.
Con el progreso que ha experimentado esta técnica en los tltimos afios y la facilidad
de codificacion para la ejecucion en paralelo, cabe esperar mucho mas de ella en el
futuro. Es necesario, sin embargo, liberar a los modelos de malla de Boltzmann de un
cierto grado de artificialidad provocada por el uso de técnicas como la estimulacion
de particulas en determinados puntos de la malla para obtener un flujo en una
direccion.

El trabajo desarrollado en esta tesis con el modelo de malla de Boltzmann, deja
abierta una via de estudio de problemas agronémicos complementaria a la tradicional
aproximacion de tipo macroscépico. Fenémenos tan dispares como el flujo de agua y
solutos en el suelo o el socavamiento de pilares de estructuras hidraulicas, son

apropiados para el uso de alternativas mesoscopicas.






Anexo |

Programacion en Mathematica de la Solucion Analitica
de Culling (1983) para la Distribucion de la
Concentracion de un Trazador en torno a una Barrera

{+Solucion de Culling {1983} para barrera de seccidon eliptica
cuyo eje mayor forma 45 ° con la direccion del flujowx)

z23=10;

a=2;

b=0.8;

c="5Sgt[a"2-b"2];

ud=0.4;

g=-{{0.5+c rud)"2);

yabs = Rbs[gl;

thet = Table[Divide[Pi, 24]+3, {7, 1, 48}];

1th = Length[thet]:

eo= 0.9 «Log[Divide[a+h, a-b]]:

ang = Divide[Pi, 4];

t=4:

n=10;

Fnr[v =1, vz 1th, v++, theta = Extract[thet, v];
g=0.5vudrc »Sinh[eo] » Cos[theta]:
zet - Table[j~eo, {j, 1, 6, 0.25}]:
1z = Length[zet];
For[i=1,i=1z, i++, z =Extract[zet, i]; s4 = 0;

For[m=0, mzn, m++,

If[m==10,
al - MathieuCharacteristicR[(2+m), ¢]:
z4d = 0;

N, =Divide[al, gl «f;;
Ry = (Pivide[{al -4}, gl v Rz} - {2+ R0 ):
For[r=2,r=t, v++, Rpgpry,z = (Divide[al - (4 w12}, ] wRprd - Pyzary 2t
24 = {24, Aeoprnz it
final? - Flatten[z4]:
final? = Delete[final?, 1]:
za = {ToRules[Roots[{2«R; "2) + A "2 + By " 2 + Sum[Extract [final2, 312, {j, 1, Length[final2]}]-- 1,
R11%:
5 = Extract[sa, 1]:
final? = Prepend[final2, A.];
final? = Prepend[final2, R.];
final? = Prepend[final?, R,]:
final? - H[final2 /. s];
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bl-= Divicle[l, Sm[(—l)‘lextract[finalL {1+r1)], {r1, 0, {(Length[final2] - 1)}]]:
ce?m = MathieuC[al, g, theta - ang]:

fek2m = (-1)™ »Divide [MathieuC[al, gabs, 0.5+ Pi], PivExtract[final2, 111«
Smn[Extract[tinalz, {1l+r1)]~ Bessell{[2 »rl, 2 nqath'S wSi]l]l[Z]] ,{rl, 0, (Length[final2] - 1) }]:

fekoml = (-1)™ «Divide [MathieuC[al, gabs, 0.5+ Pi], Pi »Extract [final?, 1]] «
Smn[Extract[tinalz, (1+r1)] » BesselK[2 »rl, 2 xgabs’ " wSi]l]l[ED]] ,{rl, 0, {(Length[final2] - 1) }]:

faux = D[Bessell{[2 »r1lh, 2 xgabs’ wSin.h[zzz]], zzz] /. 222 —eo0;

fek2mld = (-1)™ +»Divide[MathieuC[al, gabs, 0.5+ Pi], Pi » Extract [final?, 1]] «
Sum[Extract [final?, (1+r11)]« (faux/. rilb —»ril), {ril, 0, (Length[final2] - 1)}1:

51 = blvBesselI[2+m, 0.5 vud »C v Cosh[eo]] »Cos[m~ang] »
Divide[ {fek?m»cedm}), (fek2mlld + {g» fek2ml}})];
s4 = s1];

If [E\ren.ﬂ [m],

al = MathieuCharacteristicA[m, g]:

zd = 0;

Ny =Diwvide[al, g] »R; ;|

Ry = (Divide[(al-4), gl + Rz} - (2+Rg):

For[r=2,r=t, r++, Ripory,e = (Divide[al - (3+r"2), O] v Roprd - Rpury 27
zd = {24, Regarnz i

final? = Flatten[z4]:;

final? = Delete[final?, 1];

=a = {ToRules[Roots[{2+h;“2) + A2 *2 + Ay 2 + Sum[Extract [final2, 312, {i, 1, Length[final2]}] -- 1,

Roll1}:

= = Extract[=a, 1];

final? = Prepend[final?, As];

final? = Prepend[final?, R2];

final? = Prepend[final2, Ay];

final? = H[final?2 f. =]:

bl - Divide[1, Sum[(_n‘l »Extract [final2, (1+r1}], {rl, 0, {(Length[final2] - 1}}]]:
celm = MathieuC[al, ¢, theta - ang];

fekdm = (-1}™ »Divide [MathieuC[al, gabs, 0.5 Pi], Pi«Extract[final2, 1]] «
Sum[Extract[final2, (1+r1)]«~BesselK[r1, 2 »gabs’ * »Sinh[z]], {r1, 0, (Length[final2] - 1)}]:

fekom = {-1)™ » Divide [MathieuC[al, qabs, 0.5~ Pi], Pi»Extract [final2, 1]] »
Sm[Extrac:t[tinalz, (L+r1)]« Besse].K[rl, 2 wqabs’” wSin.h[eo]] . fri, 0, (Length[final2] - 1) }]:

faux = D[Besse].K[rl].h, 2 xgahs” "’ nSin.h[zzz]], zzz] f. z2z - eo;

fekomld = (-1)™ »Divide [MathieuC[al, gabs, 0.5+ Pi], Pi rExtract[final2, 111«
Sum[Extract[final?, (1 +ri11)]» (faux/. riib - ri1), {ril, 0, {(Length[final2] - 1)}];

51 =blxBessellI[m, 0.5~xud~c wCosh[eo]] »Cos[m~ang]
Divide[{fek2m+~ce2m), (fek2mll + (g~ fek2m0}))]:
sd= (2xs1) +54]:
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If [Ddﬂl] [m],
a2 = MathieuCharacteristich[m, g]:
a3 = MathieuCharacteristicB[m, g]:
a3b = HathieuCharacteristicB[m, gabs];

zb = 0;

Bz =Divide[{a3b +qg- 1), q] »Ry:

For[w=1, w=t, w+s,
Rpzeny,s = (Divide[adb - {({({2+W) + 1} "2}, ] # Bezewraa) - Rzen a2t
26 = {26, Rropar,z )}l

final3 = Flatten[z6];

finalj = Delete[final3y, 1]:

ua = {ToRules[Roots[A; "2 + fz * 2 + Sum[Extract[final3, 312, {3, 1, t}]==1, ;11 };

u = Extract[ua, 1]:

final3 = Prepend[final3, Az;]:

final3 = Prepend[final3, Ry ]1:

final3d = H[final3 f. u];

b2 - Divide[1, Sum[(-1)" +Extract[final3, (1+r1)], {rl, 0, (Length[final3]-1)}]]:

fe2kmasl = (-1)" »Divide[MathieuSPrime[a2, gabs, 0], Pi rgahs” ® » Extract [final3, 11] =
sum[(-1)" +Extract[final3, {1+r1)] +BesselK[rl, 2 »gahs’~ »Cosh[z]],
{r1, 0, (Length[final3] - 1}}]:

fe2kmas10 - (-1)™ «Divide [MathieuSPrime[a2, gabs, 0], Pi+gabs’® » Extract[final3, 1]] »
Sum[(-1)* »Extract [final3, (1+r1)]+BesselK[r1, 2 +gabhs’* +Cosh[eo]],
{r1, v, (Lemgth[final3] - 1}}]:

fawxmas1 = D[Bessell([rlﬂa, 2 ngabs" " wCosh[zzz]], zzz] /. 222 - eo;

fe?kmas11 = (—l}meivide[Mat,hieuSPr:i.lre[aS, gabs, 0], Pi «gabs” ® « Extract [final3, 1]] "
Surrl[(—l)::"2 rwExtract[final3, {1+r12)]« (fawmas1 f. r12h —-r12), {r12, 0, {(Length[final3] - 1)}]:

celrmas]1 - MathieuC[a2, g, theta - ang];

52 = b2 vBesselI[m, 0.5~ ud~rc v Cosh[eo]] » Cos[m»ang] «
Divide[(fe2kmasl+ce2mmasl), (fe2kmasll + (g« fe2kmas10)3}]:

s4= (-2x82) +s4]]:

85=1- (84 » {ud »c+Sinh[eo] »Cos[theta - ang] » (E" {-0.5 ncrud »Cosh[z] ~Cos[theta - ang])})})});

57 = Im[=5]:
X =c#«»Cosh[z] +Cos[theta]:
¥=c«5inh[z] »Sin[theta];
s6 = Re[s5]:
z3 = {z3, H[x1, H[¥], W61, H[s11}]]:
final = Flatten[z3]:
final = Delete[final, 1]:
final = Partition[final, 4];:

Export["C:\cullingielipsemayord5.dat", finall];
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Anexo 1I

Programacion del Modelo BGK

A2.1.- Codigo secuencial

Se us6 un codigo escrito en FORTRAN 90 para determinar el campo de
velocidades de un flujo en régimen permanente alrededor de un obstaculo de seccion
circular usando el modelo BGK. El problema se plantea en dos dimensiones (x,y) ya

que se supone una barrera infinita de seccidon y forma constante en la dimension

perpendicular al plano definido por las anteriores.

El codigo tiene cuatro partes (fig. A2.1): una general que define los aspectos
geométricos de la malla, dos grupos de subrutinas que describen el material que
fluye, que se denomina “portador”, y los obstidculos que se encuentra el flujo y

finalmente, una subrutina que caracteriza la interaccion entre el material fluyente y el

obstaculo.
Parte General
Material Fluyente Solido
Portador_inicio Interaccion Obe_cil
Fluyente- Sélido_propagacion
Portador_velocidad Solido

Portador _iteracion

Portador propagacion

Portador_rebote

Fig. A2.1. Esquema del codigo que aplica el modelo BGK para el caso del flujo de un material en

presencia de un obstaculo.
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A2.1.1.- Parte general de codigo

PROGRAM elemento_portador

IMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER::nx=300,ny=300
INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2
INTEGER,PARAMETER::niter=2000
REAL,PARAMETER::u_entrada=0.1

INTEGER::0bs(ny,nx)
REAL::portador(0:b,ny,nx),u(D,ny,nx),u_ant(D,ny,nx),inc_u(D,ny,nx)
LOGICAL::u_set(ny,nx)

INTEGER::i_iter,ib,jb

portador=0.d0

CALL portador_inicio(portador)
u=0.d0

obs=0

CALL obs_cil(obs,nx,ny)

CALL solido propagacion(obs,nx,ny)

u_set=.false.

u_set(:,1)=TRUE.

u(l,:;,1)=u_entrada !'movimiento del portador de izquierda a derecha
u(2,:,1)=0.

WHERE (IBITS(obs,0,1).EQ.1) 'u=0 dentro del obstaculo
u_set=.TRUE.

u(1,:,:)=0.

u(2,:,:)=0.

ENDWHERE

DO i_iter=1,niter !bucle de generacion de archivos
write(*,*) 1_iteracion
u_ant=u
CALL portador _iteracion(portador,u,u_set,mod(obs,2).EQ.1,nx,ny)
inc_u=u-u_ant
If (ALL(inc_u.LE.0.00001)) then
DO ib=1,nx
DO jb=1,ny
OPEN(unit=i_iteracion,file='salida_velocidad.dat')
WRITEC( _iteracion,'(214,2F10.2)") ib,jb,u(1,jb,ib),u(2,jb,ib)
ENDDO
ENDDO
EXIT
ENDIF
ENDDO

El dominio del flujo es una matriz de dos dimensiones (D = 2) con un tamafio
(ny,nx) y velocidades u(D,ny,nx). También se definen las caracteristicas geométricas
de la malla que se va a usar, la D2Q9 con b = § enlaces en los que las particulas
pueden moverse de un nodo a otro. Se considera que hay particulas en reposo en el

centro geométrico de la malla, denominando la probabilidad de encontrar una
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particula en un enlace i, f;, como portador(0:b,ny,nx). La numeracion de los enlaces

es la mostrada en la figura A2.2.

Fig. A2.2. Numeracion de los enlaces en D2Q9.

En la declaracion de las matrices anteriores, se pone como primer indice la
coordenada y debido a la forma en que el lenguaje FORTRAN almacena en memoria
las matrices, ya que el primer indice siempre varia mas rapido que el segundo, como

se puede ver en la figura A2.3 para la matriz A(ny =2, nx =3):

AL A2,1) A(1,2) A2,2) A(1,3) A2,3)

>

Fig. A2.3. Orden de almacenamiento de una matriz bidimensional en FORTRAN.

Por lo tanto, en un bucle de lectura, calculo o escritura, el acceso a una matriz
serda mas rapido si el segundo indice se corresponde siempre con la dimensién mayor
de la misma. Esto es importante tenerlo en cuenta pues el tiempo de ejecucion de los
modelos BGK y, en general, de los de Boltzmann es uno de sus principales
inconvenientes, al operar con matrices de tamafo medio-grande con elementos reales
(float).

Para forzar el flujo de modo que vaya de izquierda a derecha, se impone la
condiciéon de que la componente horizontal de la velocidad en el borde lateral
izquierdo del dominio sea igual a 0,1 unidades de malla por iteracion, mientras que la
componente vertical es cero. Para ello el valor del parametro del tiempo de relajacion
7 (tau en el codigo) debe hacerse igual a 1, de forma que la densidad de particulas en
cada enlace de los sitios del borde lateral izquierdo sea la de equilibrio. De momento
en esta parte del codigo se deja constancia de ello mediante la variable logica u_set

que, por defecto, tiene un valor false salvo en los sitios en los que se desea imponer
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el valor de las componentes de la velocidad. Algunos autores usan valores mas
pequefios para la velocidad (e.g. 0,05). La idea es que ésta tenga el mismo orden de
magnitud que la velocidad del sonido del tipo de malla elegida, para asi asegurar la
hipotesis de fluido incompresible.

Por otro lado se hacen consideraciones parecidas en cuanto a fijar el valor de la
velocidad en el caso los sitios pertenecientes al obstaculo (obs), en los que se hace
cero. La determinacién de si un sitio es obstdculo o no se realiza a través de la
funcion IBITS cuyo funcionamiento se explicard en la seccion dedicada a las
subrutinas del obstaculo.

En cada iteracion se llama a la subrutina “portador iteracion” que es la que
contiene el bucle principal de célculo y desde la que se hacen llamadas al resto de
subrutinas que no aparecen en esta parte general.

Finalmente se generan ficheros para su posterior uso en otros calculos,
“salida_velocidad.dat”, cuando se alcanza el régimen permanente, que es el momento
en el que la diferencia entre la velocidad calculada en una iteracion y la obtenida en

la anterior es inferior a un umbral determinado en todos los sitios del dominio.

A2.1.2.- Subrutinas del obstaculo

SUBROUTINE obs_cil(obs,nx,ny)
IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2
INTEGER,PARAMETER::a=100,c=50,r=10
la coordenada x, ¢ coordenada y del centro del obstaculo, r es el radio
INTEGER::nx,ny
INTEGER::0bs(ny,nx)
INTEGER::x,y,k
REAL::i

DO i=0,10,0.25
DO k=1,96
x=a+Floor(i*cos(k*3.1416/48))
y=c+Floor(i*sin(k*3.1416/48))
obs(y,x)=2**(b+1)-1
enddo

enddo

END SUBROUTINE obs_cil

SUBROUTINE solido_propagacion(obs,nx,ny)
IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2
INTEGER::nx,ny

INTEGER:: obs (ny,nx)

CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(obs,-1,1),FROMPOS=2,LEN=3,TO= obs,TOPOS=2)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(obs,1,1),FROMPOS=6,LEN=3,TO= obs, TOPOS=6)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(obs,-1,2), FROMPOS=4,LEN=3,TO= obs,TOPOS=4)
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CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(obs,1,2),FROMPOS=1,LEN=2,TO= obs,TOPOS=1)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(obs,1,2),FROMPOS=8,LEN=1,TO= obs,TOPOS=8)
END SUBROUTINE sélido_propagacion

Para cada sitio se debe saber si es solido o no y cudles de sus vecinos lo son. Por
ello se usan cadenas de 9 bits de longitud para tratar con esta informacion, de tal
forma que el bit situado en la posiciéon cero se corresponda con el sitio etiquetado
como 0 en la figura A2.2, el de la posicion 1 con su homoénimo en la figura anterior y
asi sucesivamente hasta la posicion octava. El valor asignado a los nodos sélidos es
2"*'—~1 que, tomando b = 8 enlaces en cada sitio, da como resultado 511 cuya
representacion binaria es

S511=111111111

Con ésto se consigue que el bit de la posicion cero tenga el valor 1 para los sitios
que son obstaculos. Por eso la funcion IBITS que extrae el valor de un bit que ocupa
una posicion determinada en una cadena es usada para determinar en la parte general
si el sitio es solido o no. Asi se evita vulnerar la condicion de barrera infinita
perpendicular al plano xy al hacer la velocidad cero en los sitios detectados como
obstaculos.

Para saber cudles son los vecinos solidos se ha disenado la subrutina
“solido _propagacion” que pasa la informacion contenida en el bit de la posicion cero
de un sitio a todos los vecinos que le rodean mediante un desplazamiento circular
(CSHIFT) y copia ese valor (MVBITS) en la configuracion sélida de los mismos. De
este modo los valores de las posiciones 1 a 8 de cada sitio son substituidos por cero o
uno segun el vecino correspondiente a esa posicion sea solido o no. Un ejemplo de
esta configuracion puede ser:

100000111

en la que, tomando como referencia la figura A2.2, el sitio y los vecinos 1, 2 y 8
son solidos, mientras que el resto estan libres. Esta forma de representar los
obstaculos deja abierta la posibilidad de considerar que los sitios solidos no sean
siempre los mismos durante la simulacion: cuando se cumplan ciertas condiciones un
sitio se convierte en solido o deja de serlo. La funcion MVBITS devuelve el valor
entero de las configuraciones binarias que se crean y, como es obvio, €ste es ya
diferente de 511 y sera impar cuando se represente un sitio solido (bit cero igual a 1)

y par cuando no haya obstaculo (bit cero igual a 1).
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A2.1.3.- Subrutinas interaccion material fluyente-obstdculo

La circunstancia anterior es la que se aprovecha en la subrutina
“portador_rebote” que efectua el rebote y la reflexién especular, representadas
respectivamente por p y ¢, que son los valores que indican la fraccion de uno u otro
tipo de interaccion entre el flujo y el obstaculo. En el caso de rebote puro serian p = 1
y ¢ = 0 haciendo que las particulas que encuentran en su direccion de avance un
obstaculo, sigan la opuesta. Esto se produce cuando el valor de la variable mask es

verdadero.

SUBROUTINE portador_rebote(portador,mask,nx,ny)
IMPLICIT NONE
INTEGER, PARAMETER::b=8,D=2
REAL,PARAMETER::p=1.0,g=0.0 !p fraccion de bounce-back

iy q fraccion de reflexion especular; p+q=1
INTEGER::nx,ny
REAL::portador(0:b,ny,nx)
REAL::tmp1(ny,nx),tmp2(ny,nx),tmp3(ny,nx),tmp4(ny,nx)
LOGICAL::mask(ny,nx)
INTEGER::i

WHERE(mask)
tmp1(:,:)=portador(l,:,:)
tmp2(:,:)=portador(2,:,:)
tmp3(:,:)=portador(3,:,:)
tmp4(:,:)=portador(4,:,:)
portador(1,:,:)=portador(5,:,:)
portador(2,:,:)=p*portador(6,:,:)+q*portador(8,:,:)
portador(3,:,:)=portador(7,:,:)
portador(4,:,:)=p*portador(8,:,:)+q*portador(6,:,:)
portador(5,:,:)=tmp1(:,:)
portador(6,:,:)=p*tmp2(:,:)+q*tmp4(:,:)
portador(7,:,:)=tmp3(:,:)
portador(8,:,:)=p*tmp4(:,:)+q*tmp2(:,:)
ENDWHERE

END SUBROUTINE portador_rebote

A2.1.4.- Subrutinas del material fluyente
Se asignan valores iniciales a las variables portador(0:b,ny,nx)”. Para ello el
sistema es inicializado con la subrutina “portador inicio” en la que de forma
genérica:
portador(r,t =0)= valor_inicial(l +&, (E(l)—l/Z))
donde r hace referencia al sitio de la malla, ¢ es el tiempo ¢, es una constante

pequeia (en torno al 1-2%) y Z(1) es una variable aleatoria uniformemente
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distribuida entre cero y uno, generada para cada enlace en cada sitio. Si todas las
variables portador fueran inicializadas con el mismo valor no seria posible llevar a
cabo las simulaciones, por lo que se modifican con una pequefia componente

aleatoria en cada sitio.

SUBROUTINE portador_inicio(portador)
IMPLICIT NONE
REAL::portador(:,:,:)

portador=0.

CALL RANDOM_NUMBER (portador)

portador=0.2*(1+0.02*(portador-0.5))
END SUBROUTINE portador_inicio

Previamente a la ejecucion del bucle principal de calculo en cada iteracion (¢), es
necesario calcular para cada sitio (r) la densidad de particulas o(r,f), que se
corresponderia con la masa, asi como las componentes de la velocidad wu(r,?)
macroscopica del elemento que fluye. La subrutina que desempefa esta tarea es la

denominada “portador velocidad” cuyo listado se muestra a continuacion:

SUBROUTINE portador_velocidad(portador,u,rho,mask,nx,ny)
! calcula la velocidad donde mask es true y la densidad rho

IMPLICIT NONE

INTEGER, PARAMETER::b=8,D=2

REAL,PARAMETER::u entrada=0.1

INTEGER::nx,ny

REAL::portador(0:b,ny,nx),u(D,ny,nx),rho(ny,nx)

LOGICAL::mask(ny,nx)

INTEGER::i,j

REAL::e coord(b,D)

DATA e coord /1,1,0,-1,-1,-1,0,1,0,-1,-1,-1,0,1,1,1/

rho=0.d0 !rho = densidad

DO i=0,b

rho=rho+portador(i,:,:)

ENDDO

DO i=1,D ! u=velocidad
WHERE (mask) u(i,:,:)=0.d0

DO j=1,b
WHERE (mask) u(i,:,:)=u(i,:,:)*+e_coord(j,i)*portador(j,:,:)
ENDDO
WHERE ((rho.NE.0.d0). AND.mask) u(i,:,:) = u(i,:,:)/rho(:,:)
ENDDO

END SUBROUTINE portador_velocidad

La variable 16gica mask es verdadera en aquellos sitios donde la velocidad no es
impuesta, en este caso esto ocurre en todos los lugares salvo en el borde lateral

izquierdo del dominio donde es igual a 0,1 unidades de longitud de malla por cada
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iteracion y en el interior del obstaculo donde se hace cero. La matriz e coord
contiene las coordenadas de los vectores que representan los ocho enlaces que unen
en cada sitio el nodo central con sus vecinos.

Los valores de masa, que interviene en el calculo de la distribucion local de
equilibrio ( ﬁ(o) que aparece en el codigo como portador eq), son resultado de
multiplicar los factores ¢, relacionados con la proyeccion de la malla
tetradimensional FCHC (Face-Centered-Hyper-Cubic) en dos dimensiones que da
lugar a la malla D2Q9, por el factor comun 1/ ¢ (¢ es el parametro velocidad del
sonido caracteristico de la topologia de la malla).

El pardmetro mdas importante es el tiempo de relajacion tau que ajusta la
viscosidad del material fluyente e interviene en el calculo de la densidad de

particulas en un enlace i.

fi(r+ci,t+1)=lfi(°)(r,t)+(l—1jfi(r,t)
T

T
En los lugares en los que la velocidad es impuesta se cumple que

fi(r+e,t+1)= £1(r,t), y tau equivale al valor unidad.

SUBROUTINE portador _iteracion(portador,u,u_set,rebote,nx,ny)
IMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2

INTEGER::nx,ny

REAL::portador(0:b,ny,nx),u(D,ny,nx)
LOGICAL::u_set(ny,nx),rebote(ny,nx)
REAL,PARAMETER::tau=7.

! D2Q9 BGK coeficientes
REAL,PARAMETER::a 0=1./9.,a 1=3./9.,a_2=0.5, gamma=-1./6.
REAL::portador_eq(0:b,ny,nx)

REAL::u_n(ny,nx),rho(ny,nx)

REAL::tmp(ny,nx)

REAL::e_coord(b,D),masa(0:b)

DATA e coord /1,1,0,-1,-1,-1,0,1,0,-1,-1,-1,0,1,1,1/
DATA masa /4,1,0.25,1,0.25,1,0.25,1,0.25/
INTEGER::a,i,j

! se calcula la velocidad de campo y fija valor en los lugares necesarios
CALL portador_velocidad(portador,u,tho, NOT.u_set,nx,ny)

! inicio
DO a=0,b
portador_eq(a,:,:)=0.d0
ENDDO

u n=0.d0
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DO i=1,D
u_n=u_n+u(i,:,:)*u(i,:,:)
ENDDO

DO a=1,b Icalcula portador _eq(a,:,:)
tmp=0.d0
DO i=1,D
tmp=tmp + ¢_coord(a,i)*u(i,:,:)
ENDDO
portador_eq(a,:,:)=rho*masa(a)*(a_O+tmp*a 1+&
tmp*tmp*a_2+gamma*u_n)
ENDDO
! portador_eq de particula en reposo
portador_eq(0,:,:)=rho*masa(0)*(a_0+gamma*u_n)

DO i=0,b

portador(i,:,:)=(1.-1./tau)*portador(i,:,:) + 1./tau*portador_eq(i,:,:)
! ytau=I. donde la velocidad es impuesta

IF(u_set) portador(i,:,:)=portador_eq(i,:,:)

ENDDO

CALL portador_rebote(portador,rebote,nx,ny)
CALL portador_propagacion(portador,nx,ny)
END SUBROUTINE portador_iteracion

El valor de tau = 7 corresponde a un fluido viscoso, con lo que el nimero de

Reynolds (u -L/v) es pequefio, con u la velocidad, L el diametro del obstaculo y v

las viscosidad, indicando la ausencia de turbulencias en el flujo. Aunque la situacion
de régimen turbulento nunca se va a plantear en los problemas fisicos que se van a
tratar en esta tesis, el modelo BGK permite su simulacion con un valor de tau
proximo a 0,5 para reduciendo la viscosidad practicamente a cero e incrementar el
numero de Reynolds. Esto, que en principio parece no plantear problema alguno, no
es facil de hacer pues para valores pequefios de la viscosidad aparecen
inestabilidades numéricas. Estas dificultades desaparecen con una modificacion del
modelo BGK que se vera en el anexo I1I.

Una vez finalizada la fase de colision con el célculo de las variables portador que
seran usadas en la iteracion siguiente, se llama a la subrutina “portador rebote” vy,
posteriormente, se ejecuta la “portador propagacion” que como indica su nombre

lleva a cabo la fase de propagacion, segunda y ltima del modelo BGK.
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SUBROUTINE portador_propagacion(portador,nx,ny)
IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2

INTEGER::nx,ny

REAL::portador(0:b,ny,nx)

{ESTE
portador(1,:,:)=CSHIFT(portador(1,:,:),SHIFT=-1,DIM=2)
portador(2,:,:)=CSHIFT(portador(2,:,:),SHIFT=-1,DIM=2)
portador(8,:,:)=CSHIFT(portador(8,:,:),SHIFT=-1,DIM=2)

iNORTE
portador(2,:,:)=CSHIFT(portador(2,:,:),SHIFT=1,DIM=1)
portador(3,:,:)=CSHIFT(portador(3,:,:),SHIFT=1,DIM=1)
portador(4,:,:)=CSHIFT(portador(4,:,:),SHIFT=1,DIM=1)

{OESTE
portador(4,:,:)=CSHIFT(portador(4,:,:),SHIFT=1,DIM=2)
portador(5,:,:)=CSHIFT(portador(5,:,:),SHIFT=1,DIM=2)
portador(6,:,:)=CSHIFT(portador(6,:,:),SHIFT=1,DIM=2)

iSUR
portador(6,:,:)=CSHIFT(portador(6,:,:),SHIFT=-1,DIM=1)
portador(7,:,:)=CSHIFT(portador(7,:,:),SHIFT=-1,DIM=1)
portador(8,:,:)=CSHIFT(portador(8,:,:),SHIFT=-1,DIM=1)
END SUBROUTINE portador_propagacion

Bésicamente esta subrutina consiste en un desplazamiento circular de la matriz
portador, usando la funcion CSHIFT, de tal modo que se “informa” a cada vecino de
la densidad de particulas que existe en un sitio determinado. Ademas, si no se
imponen condiciones explicitas en los bordes del dominio se consigue establecer
condiciones periddicas ya que las particulas que salen por uno de ellos, entran por el
opuesto.

Para una mejor comprension de los calculos que realiza esta subrutina, se
proponen a continuacién otras dos formas de implementarla sin usar la funcion

CSHIFT.

SUBROUTINE portador_propagacion_II(portador,nx,ny)
IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2
INTEGER::nx,ny,v,w
REAL:: portador_aux (0:b,ny,nx),portador(0:b,ny,nx)

do w=1,nx
do v=1,ny
portador aux(0,v,w)= portador (0,v,w)
portador_aux (5,v,w)= portador (5,v,mod(w,nx)+1)
portador_aux (6,v,w)= portador (6,mod(v,ny)+1,mod(w,nx)+1)
enddo
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do v=ny,1,-1
portador_aux (4,v,w)= portador (4,ny-mod(ny+1-v,ny),mod(w,nx)+1)
portador_aux (3,v,w)= portador (3,ny-mod(ny+1-v,ny),w)
enddo
enddo

do w=nx,1,-1
do v=1,ny
portador_aux (8,v,w)= portador (8,mod(v,ny)+1,nx-mod(nx+1-w,nx))
portador_aux (7,v,w)= portador (7,mod(v,ny)+1,w)

enddo

do v=ny,1,-1

portador_aux (2,v,w)= portador (2,ny-mod(ny-+1-v,ny),nx-mod(nx+1-w,nx))
portador_aux (1,v,w)= portador (1,v,nx-mod(nx+1-w,nx))
enddo

enddo

portador = portador_aux

END SUBROUTINE portador propagacion_II

SUBROUTINE portador_propagacion_III(portador,nx,ny)
IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2
INTEGER::nx,ny,v,w
INTEGER:: x_e,x 0,y n,y s
REAL:: portador_aux (0:b,ny,nx),portador(0:b,ny,nx)

dow=1, nx
dov=1,ny
y_n=mod(v,ly) + 1
x_e =mod(w,lx) + 1
y s=ly-mod(ly +1-y,ly)
X 0=Ix-mod(lx + 1 - x, Ix)

portador_aux (0,v ,w ) = portador (0,v,w)
portador _aux (1,v ,x_e )= portador (1,v,w)
portador_aux (3,y_n ,w )= portador (3,v,w)
portador_aux (5,v ,x_o) = portador (5,v,w)
portador_aux (7,y_s ,w )= portador (7,v,w)
portador_aux (2,y n ,x e )= portador (2,v,w)
portador_aux (4,y n ,x_o )= portador (4,v,w)
portador aux (6,y s ,x o )= portador (6,v,w)
portador_aux (8,y_s ,x e )= portador (8,v,w)
enddo
enddo

portador = portador_aux

END SUBROUTINE portador_propagacion_III
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A2.1.5.- Listado completo del codigo secuencial

PROGRAM elemento_portador

IMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER::nx=300,ny=300
INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2
INTEGER,PARAMETER::niter=2000
REAL,PARAMETER::u_entrada=0.1

INTEGER::0bs(ny,nx)
REAL::portador(0:b,ny,nx),u(D,ny,nx),u_ant(D,ny,nx),inc_u(D,ny,nx)
LOGICAL::u_set(ny,nx)

INTEGER::i_iter,ib,jb

portador=0.d0

CALL portador_inicio(portador)
u=0.d0

obs=0

CALL obs_cil(obs,nx,ny)

CALL solido propagacion(obs,nx,ny)

u_set=.false.

u_set(:,1)=TRUE.

u(l,:;,1)=u_entrada !'movimiento del portador de izquierda a derecha
u(2,:,1)=0.

WHERE (IBITS(obs,0,1).EQ.1) 'u=0 dentro del obstaculo
u_set=.TRUE.

u(1,:,:)=0.

u(2,:,:)=0.

ENDWHERE

DO i_iter=1,niter !bucle de generacion de archivos
write(*,*) 1_iteracion
u_ant=u
CALL portador _iteracion(portador,u,u_set,mod(obs,2).EQ.1,nx,ny)
inc_u=u-u_ant
If (ALL(inc_u.LE.0.00001)) then
DO ib=1,nx
DO jb=1,ny
OPEN(unit=i_iter,file='salida_velocidad.dat')
WRITEC( _iter,'(214,2F10.2)") ib,jb,u(1,jb,ib),u(2,jb,ib)
ENDDO
ENDDO
EXIT
ENDIF
ENDDO

CONTAINS

SUBROUTINE obs_cil(obs,nx,ny)
IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2
INTEGER,PARAMETER::a=100,c=50,r=10
la coord x y ¢ coord y del centro del obstac, r es el radio
INTEGER::nx,ny
INTEGER::0bs(ny,nx)
INTEGER x,y.k
REAL::i
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DO i=0,10,0.25

DO k=1,96
x=atFloor(i*cos(k*3.1416/48))
y=c+Floor(i*sin(k*3.1416/48))
obs(y,x)=2**(b+1)-1

enddo

enddo

END SUBROUTINE obs_cil

SUBROUTINE solido_propagacion(obs,nx,ny)
IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2
INTEGER::nx,ny

INTEGER:: obs (ny,nx)

CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(obs,-1,1),FROMPOS=2,LEN=3,TO= 0bs,TOPOS=2)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(obs,1,1),FROMPOS=6,LEN=3,TO= obs, TOPOS=6)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(obs,-1,2), FROMPOS=4,LEN=3,TO= obs,TOPOS=4)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(obs,1,2),FROMPOS=1,LEN=2,TO= 0bs,TOPOS=1)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(obs,1,2),FROMPOS=8,LEN=1,TO= 0bs,TOPOS=8)
END SUBROUTINE solido_propagacion

SUBROUTINE portador_rebote(portador,mask,nx,ny)
IMPLICIT NONE
INTEGER, PARAMETER::b=8,D=2
REAL,PARAMETER::p=1.0,g=0.0 !p fraccion de bounce-back

iy q fraccion de reflexion especular; p+q=1
INTEGER::nx,ny
REAL::portador(0:b,ny,nx)
REAL::tmp1(ny,nx),tmp2(ny,nx),tmp3(ny,nx),tmp4(ny,nx)
LOGICAL::mask(ny,nx)

WHERE(mask)
tmp1(:,:)=portador(l,:,:)
tmp2(:,:)=portador(2,:,:)
tmp3(:,:)=portador(3,:,:)
tmp4(:,:)=portador(4,:,:)
portador(1,:,:)=portador(5,:,:)
portador(2,:,:)=p*portador(6,:,:)+q*portador(8,:,:)
portador(3,:,:)=portador(7,:,:)
portador(4,:,:)=p*portador(8,:,:)+q*portador(6,:,:)
portador(5,:,:))=tmp1(:,:)
portador(6,:,:)=p*tmp2(:,:)+q*tmp4(:,:)
portador(7,:,:)=tmp3(:,:)
portador(8,:,:)=p*tmp4(:,:)+q*tmp2(:,:)

ENDWHERE

END SUBROUTINE portador_rebote

SUBROUTINE portador _inicio(portador)
IMPLICIT NONE
REAL::portador(:,:,:)

portador=0.
CALL RANDOM_NUMBER (portador)
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portador=0.2*(14+0.02*(portador-0.5))
END SUBROUTINE portador_inicio

SUBROUTINE portador_velocidad(portador,u,rho,mask,nx,ny)
! calcula la velocidad donde mask es true y la densidad rho

IMPLICIT NONE

INTEGER, PARAMETER::b=8,D=2

REAL,PARAMETER::u_entrada=0.1

INTEGER::nx,ny

REAL::portador(0:b,ny,nx),u(D,ny,nx),rho(ny,nx)

LOGICAL::mask(ny,nx)

INTEGER::i,j

REAL::e _coord(b,D)

DATA e coord /1,1,0,-1,-1,-1,0,1,0,-1,-1,-1,0,1,1,1/

rho=0.d0 !rho = densidad

DO i=0,b

rho=rho+portador(i,:,:)

ENDDO

DO i=1,D ! u=velocidad

WHERE (mask) u(i,:,:)=0.d0

DO j=1,b
WHERE (mask) u(i,:,:)=u(i,:,:)+e_coord(j,i)*portador(j,:,:)
ENDDO

WHERE ((rho.NE.0.d0). AND.mask) u(i,:,:) = u(i,:,:)/rho(:,:)

ENDDO

END SUBROUTINE portador_velocidad

SUBROUTINE portador _iteracion(portador,u,u_set,rebote,nx,ny)
IMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2

INTEGER::nx,ny

REAL::portador(0:b,ny,nx),u(D,ny,nx)
LOGICAL::u_set(ny,nx),rebote(ny,nx)
REAL,PARAMETER::tau=7.

! D2Q9 BGK coeficientes
REAL,PARAMETER::a 0=1./9.,a 1=3./9.,a 2=0.5, gamma=-1./6.
REAL::portador_eq(0:b,ny,nx)
REAL:u_n(ny,nx),rho(ny,nx)
REAL::tmp(ny,nx)
REAL::e _coord(b,D),masa(0:b)
DATA e _coord /1,1,0,-1,-1,-1,0,1,0,-1,-1,-1,0,1,1,1/
DATA masa /4,1,0.25,1,0.25,1,0.25,1,0.25/
INTEGER::a,i,j

! se calcula la velocidad de campo y fija valor en los lugares necesarios
CALL portador_velocidad(portador,u,rho,. NOT.u_set,nx,ny)

! inicio
DO a=0,b
portador_eq(a,:,:)=0.d0
ENDDO

u_n=0.d0
DO i=1,D
u_n=u_n+u(i,:,:)*u(i,:,:)
ENDDO
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DO a=1,b Icalcula portador _eq(a,:,:)
tmp=0.d0
DO i=1,D
tmp=tmp + ¢_coord(a,i)*u(i,:,:)
ENDDO

portador_eq(a,:,:)=rho*masa(a)*(a_0+tmp*a 1+&
tmp*tmp*a_2+gamma*u_n)
ENDDO
! portador_eq de particula en reposo
portador_eq(0,:,:)=rho*masa(0)*(a_0+gamma*u_n)

DO i=0,b

portador(i,:,:)=(1.-1./tau)*portador(i,:,:) + 1./tau*portador_eq(i,:,:)
! ytau=l. donde la velocidad es impuesta

IF(u_set) portador(i,:,:)=portador_eq(i,:,:)

ENDDO

CALL portador_rebote(portador,rebote,nx,ny)
CALL portador propagacion(portador,nx,ny)
END SUBROUTINE portador _iteracion

SUBROUTINE portador_propagacion(portador,nx,ny)
IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2
INTEGER::nx,ny
REAL::tmp(ny,nx),portador(0:b,ny,nx)

{ESTE
portador(1,:,:)=CSHIFT(portador(1,:,:),SHIFT=-1,DIM=2)
portador(2,:,:)=CSHIFT(portador(2,:,:),SHIFT=-1,DIM=2)
portador(8,:,:)=CSHIFT(portador(8,:,:),SHIFT=-1,DIM=2)

iNORTE
portador(2,:,:)=CSHIFT(portador(2,:,:),SHIFT=1,DIM=1)
portador(3,:,:)=CSHIFT(portador(3,:,:),SHIFT=1,DIM=1)
portador(4,:,:)=CSHIFT(portador(4,:,:),SHIFT=1,DIM=1)

{OESTE
portador(4,:,:)=CSHIFT(portador(4,:,:),SHIFT=1,DIM=2)
portador(5,:,:)=CSHIFT(portador(5,:,:),SHIFT=1,DIM=2)
portador(6,:,:)=CSHIFT(portador(6,:,:),SHIFT=1,DIM=2)

iSUR
portador(6,:,:)=CSHIFT(portador(6,:,:),SHIFT=-1,DIM=1)
portador(7,:,:)=CSHIFT(portador(7,:,:),SHIFT=-1,DIM=1)
portador(8,:,:)=CSHIFT(portador(8,:,:),SHIFT=-1,DIM=1)
END SUBROUTINE portador_propagacion

END PROGRAM elemento_portador
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A2.2.- Codigo para la ejecucion en paralelo

Como se dijo anteriormente, uno de los principales inconvenientes de las
simulaciones realizadas con el modelo de Boltzmann o con el BGK, es su elevado
tiempo de ejecucion, que limita las posibilidades de uso de un ordenador personal si
lo que se busca es una interactividad entre la méquina y el usuario de forma que,
progresivamente los resultados de una simulacidon permitan ajustar los parametros de
la siguiente, como por ejemplo ocurre con el examen de la influencia de la variacion
del tiempo de relajacion en el campo de velocidades que se obtiene para el régimen
permanente. Como muestra de lo anterior, en la tabla A2.1 se recogen, para
diferentes modelos de procesadores, los tiempos de ejecucién en segundos del
programa “elemento_portador” para dos dominios, el primero de los cuales se
corresponde con el caso de nx = 300 y ny = 300 y un obstaculo de seccidn circular en
el centro geométrico, mientras que el segundo tiene como dimensiones nx = 300 y
ny = 400 y ocho obstaculos de seccion circular dispuestos al tresbolillo. El valor del

tiempo de relajacion usado es de 7= 7. El compilador usado fue Visual Fortran v 6.5

de Compag.
Tabla A2.1. Tiempos de ejecucion en maquinas monoprocesadoras
Tiempo (seg.), Tiempo (seg.),
Procesador nx=300, niy=300 | nx=300, ny= 400
Intel Pentium 11 400 MHz 2683,08 7611,77
AMD Athlon 1000 MHz 1474,22 4249,20
Intel Pentium 111 1600 MHz 1111,15 3098,11

Se puede ver que, conforme los dominios son mas grandes y mas complejos, el
tiempo necesario (numero de iteraciones) para alcanzar el régimen permanente se
incrementa. También es importante destacar que el tiempo de relajacion también
influye en el tiempo de ejecucion de las simulaciones: a valores de 7 mayores menos
se tarda en conseguir el régimen permanente. Este aspecto no aparece en la tabla
A2.1, pero, a modo de ejemplo, las simulaciones con 7= 28 tardan aproximadamente
2 veces menos que en las que se usa el valor de 7= 7.

En los resultados de la tabla A2.1 se observa que la simulacion mas répida tarda
unos 18 minutos. Si se estan probando diferentes configuraciones de obstaculos o se
esta tratando de determinar el efecto de algiin pardmetro como la viscosidad, estos
tiempos no son admisibles ya que rompen la interactividad entre la maquina y el

usuario. La situacion puede ser ain mas dramética ya que para las simulaciones de
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un flujo de un liquido en un medio poroso usando el modelo BGK, el tiempo de
ejecucion puede ser de varios dias para dominios con una porosidad del 50% con
nx = 1000y ny = 100.

La solucion a este inconveniente viene de la mano de la programacion en
paralelo. Como se expone en el codigo secuencial, el algoritmo del modelo BGK
efectia las mismas operaciones en todos los elementos del dominio en cada
iteracion: determina la densidad de particulas y la velocidad correspondiente en cada
nodo, procesa la fase de colision y, finalmente, tras aplicar la regla del rebote en
aquellos lugares donde hay un obstaculo, ejecuta la fase de propagacion. Salvo esta
ultima, las restantes etapas se pueden realizar de forma independiente en cada nodo.
Esto permite aplicar la programacion en paralelo que divide el dominio en varios
subdominios en los que cada procesador ejecuta de forma simultdnea una serie de
instrucciones. Este estilo de programacion es conocida como Programa Unico para
Multiples Datos o Single Program Multiple Data (SPMD), es decir, un unico
programa que se debe ejecutar sobre varios conjuntos de datos.

Las maquinas empleadas para la ejecucion de las simulaciones en paralelo fueron
dos servidores SGI Origin 2000, uno de ellos denominado “Averroes”, perteneciente
al Servicio de Informatica Cientifica de la Universidad de Coérdoba, con ocho
procesadores MIPS R10000 a 200 Mhz, y el otro denominado “Karnak”,
perteneciente al Centro Europeo de Paralelizacion de Barcelona (CEPBA) con 64
procesadores MIPS R10000 a 250 Mhz. Ambas maquinas tienen con el sistema
operativo IRIX 6.5. “Karnak™ trabaja con el sistema de colas para optimizar los
recursos. La cola en la que habitualmente se ha trabajado ha sido la research que
dispone de 8 procesadores para realizar las simulaciones. Son méaquinas del tipo cc-
NUMA (cache-coherent Non-Uniform Memory Access), consistentes en un nimero
determinado de nodos cada uno con uno o varios procesadores y con una memoria
local interna, unidos por una red de interconexion rapida (figura A2.4). Las
memorias locales son compartidas y el conjunto de las mismas forma la memoria
global que es accesible a todos los procesadores. Sin embargo, los accesos a esta
memoria global son mas costosos, en términos de tiempo, que los que se hacen a la
memoria local y es un factor que puede reducir la velocidad de ejecucion de un
codigo. La jerarquia establecida de memoria en estos sistemas es la siguiente: 1)

memoria caché del procesador individual; 2) memoria local del nodo; y 3) memoria
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global remota que no estd fisicamente localizada en el nodo que trata de acceder a

ella.

Memoria

l

Procesador (_’ Cache

Memoria Memoria
Procesador (_’ Cache Procesador (_’ Cache

Fig. A2.4. Esquema de una maquina cc-NUMA (Chandra et al., 2001).

De ahora en adelante se usard el caso particular del SGI Origin 2000, cuya

arquitectura es la que se muestra en la figura A2.5.

1

1 Nodo 0 :

| 1

: Proc A Proc B :

1 1

: Cache Cache | Nodo 1 Nodo 2
! :

1 1

1 1

| 1

1

I | Mem

: & Hub Xbar e o o
1 Dir

| e

| 1

1 1 1O Crtls

.|. ______ 1

Red interconexidn

Fig. A2.5. Arquitectura de un SGI Origin 2000 (CEPBA).

Como se puede ver en la figura A2.5, un nodo puede estar compuesto por una

parte de la memoria global compartida y, como méximo, por dos procesadores MIPS
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R10000, conectados mediante un concentrador o Aub. La estructura de interconexion
de los nodos es en hipercubo.

Cada procesador tiene 4 MB de memoria caché de segundo nivel. La caché es
una memoria pequefia y de acceso muy rapido asociada al procesador. Aprovecha la
localidad referencial de los datos para acceder rapidamente a la informacion. Existen
dos niveles de cache: primaria (dentro del R10000) y secundaria, (fuera del R10000
pero asociada al procesador, en exclusiva). Siempre que se referencia la “caché del
procesador” se estd hablando de la caché externa o secundaria. Origin usa Memoria
Compartida Distribuida o Distributed Shared Memory para la memoria principal, que
se reparte entre los nodos y es accesible desde todos los procesadores.

Cuando se disponen diversos procesadores con memoria caché en un sistema de
memoria compartida, pueden aparecer problemas de coherencia en los datos
abordados por mas de un procesador simultdneamente. Para evitar este efecto, existe
un mecanismo estructural o hardware, transparente al usuario, llamado protocolo de
coherencia de memoria caché. Es un protocolo en el que las diferentes caché se
encargan de garantizar que los datos que contienen son correctos en cada momento.
Se basa en que toda linea de caché siempre tiene un unico propietario. La figura A2.6

muestra el funcionamiento del mecanismo de coherencia de caché en el Origin 2000.

MEMORIA
X

A

(€] 2

%)

v ) v

Fig. A2.6. Mecanismo de coherencia de caché de Origin 2000 (CEPBA).

(1) El primer procesador lee la variable X y mantiene una copia en su cache. El

estado de la linea es limpio o clean.
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(2) El segundo procesador lee también la variable X y mantiene una copia,
coherente con el resto de copias en caché o en memoria principal; se activa
el bit de dato compartido, indicando que este bloque lo tiene otro procesador.
El estado de la linea ahora es compartido o shared.

(3) El primer procesador escribe en X, provocando una escritura retardada a
memoria principal. El estado de la linea es ocupado o dirfy mientras no sea
escrita en memoria principal.

(4) La caché del primer procesador envia una sefal de coherencia hacia las otras
caché para que invaliden la linea que contiene X. El segundo procesador
invalida la linea que contenia una copia antigua de X. El estado de la linea
que contiene la copia antigua es nulo o invalid.

(5) El segundo procesador vuelve a referenciar X, comprueba su caché pero
encuentra la linea invalidada, pide a la memoria una copia de X, pero es la

caché del primer procesador quien la suministra.

Se puede ver como el hecho de escribir en una posicién de la linea de caché
provoca la invalidacién de toda linea en las caché que la contenian. Sin embargo,
cuando varios procesadores acceden a posiciones contiguas en una misma linea de
caché se puede producir el compartimiento falso o false sharing consistente en que la
linea viaja continuamente entre las memorias caché de los distintos procesadores que
la actualizan, sin que en realidad exista una situacion real en la que el mecanismo de
coherencia sea requerido. Este efecto debe evitarse ya que hace perder mucho tiempo
al sistema intentando mantener la coherencia de caché. Se elimina accediendo a las
estructuras de datos teniendo en cuenta la memoria caché. Hay que procurar que cada
hilo de ejecucion acceda a una linea de caché que ningun otro esté referenciado en
ese momento. El pardmetro a tener en cuenta es el tamafio de la linea de caché que en

este caso es de 128 bytes (16 elementos en doble precision o 32 en simple precision).

A2.2.1.- Pasos previos a la paralelizacion del codigo

En la paralelizacion del codigo se usa OpenMP, una extension de FORTRAN y
C que, mediante la insercion de directivas de compilador, permite adaptar el codigo a
la ejecucion en paralelo. Una completa descripcion de OpenMP puede encontrarse en
Chandra et al. (2001). Hay una informacion actualizada disponible en las paginas

web www.openmp.org y www.caspur.it/ewomp02. Cualquier referencia que se haga
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de ahora en adelante a directivas de OpenMP estara basada en el texto de
Chandra et al. (2001).

La primera cuestion que se debe plantear para escribir un cddigo en paralelo es
determinar qué partes del mismo son las que consumen mas tiempo de ejecucion.
Para ello se crea un archivo ejecutable con la version secuencial del codigo mediante

la instruccion de compilacion:

|%>f90 —03 —o “archivo ejecutable.out” “archivo fuente.f90”

en la que f90 hace referencia al compilador que se usa, el MIPSpro 7
FORTRAN 90, rev. 7.3 de Silicon Graphics. La opcion —O3 indica al compilador que
haga una optimizacion agresiva de los bucles que aparecen en el cédigo. Finalmente,
la opcion —o nos permite especificar un nombre para el fichero ejecutable diferente

del que, por defecto, asigna el compilador. En este caso seria:

%>f90 —03 —o sec.out elemento portador.f90]

Una vez obtenido el ejecutable, se usa una herramienta de diagndstico o profiler
tool que proporciona SGI y que nos permite determinar el tiempo de ejecucion
invertido en cada parte del codigo. En este caso, en cada una de las subrutinas que
componen el programa elemento portador. La herramienta a usar es SpeedShop
(ssrun) y permite determinar las caracteristicas de la ejecucion del fichero ejecutable.

La forma genérica de uso es

%>ssrun_—usertime “archivo ejecutable.out” &

%>ssrun —usertime sec.out &]

En este caso con —usertime se mide el tiempo de CPU, que incluye el tiempo en
que el programa se estd ejecutando, asi como el tiempo que es empleado por el
sistema en dar determinados servicios al mismo. El simbolo & permite poder seguir
escribiendo en la linea de comandos ya que si no se deberia esperar a que acabase la
ejecucion del comando anterior para que volviera a estar otra vez disponible. Una

mayor informacion sobre ssrun se puede obtener con

%%>man ssrun
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El comando ssrun genera archivos cuya nomenclatura es la siguiente:

<ejecutable>.<experimento>.<ID del proceso>

Un ejemplo seria:

sec.out.username.m35712

Estos archivos contienen datos sin formato. Para obtener una salida con formato

debe usarse el comando prof:

%>prof sec.out.username.m35579 > elem_p.tx{

Donde el uso del signo > nos permite redirigir la salida al fichero elem_p.txt. La
tabla A2.2 muestra los resultados mas importantes obtenidos con SpeedShop para el
ejecutable del programa elemento portador con un dominio de nx = 300 y ny = 200
con un obstaculo de seccion circular en el centro geométrico y 7= 28. El tiempo de
ejecucion fue de 531,720 segundos. Como se puede comprobar, cuatro son las
subrutinas que suponen el 94.6% del tiempo de ejecucion: portador velocidad,
portador propagacion, portador iteracion y portador rebote. Por consiguiente, deben

ser esas subrutinas el objetivo de la paralelizacion.

Tabla A2.2. Resultados obtenidos con SpeedShot

Subrutina % tiempo consumido
PORTADOR VELOCIDAD 37,3
PORTADOR PROPAGACION 25,0
PORTADOR ITERACION 22,5
PORTADOR REBOTE 9,9
ELEMENTO PORTADOR 5,1
PORTADOR INICIO 0,0
SOLIDO PROPAGACION 0,0
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A2.2.2.- Paralelizacion del codigo

El codigo transformado se expone a continuacion.

PROGRAM elem port par
IMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER :: nx=300,ny=200
INTEGER,PARAMETER:: b=8,D=2,k=7
REAL,PARAMETER::a_0=1./9.,a_1=3./9.,a_2=0.5, gamma=-1./6.
INTEGER,PARAMETER:: niter=2000
REAL,PARAMETER::u_entry=0.1,tau=7.
INTEGER:: obs(ny,nx)
REAL :: portador (0:b,ny,nx),u(D,ny,nx),u_ant(D,ny,nx),inc_u(D,ny,nx),rho(ny,nx),&
portador_eq(0:b,ny,nx)
REAL,PARAMETER::p=1.0,q=0.0 !p fraccion de bounce-back
ly q fraccion de reflexion especular; p+q=1
Logical:: u_set(ny,nx)
INTEGER::i_iter,ib,jb
REAL e_coord(b,D),masa(0:b)
DATA e coord/1,1,0,-1,-1,-1,0,1,0,-1,-1,-1,0,1,1,1/
DATA masa /4,1,0.25,1,0.25,1,0.25,1,0.25/
REAL:: tmp(ny,nx),tmp1(ny,nx),tmp2(ny,nx),tmp3(ny,nx),tmp4(ny,nx)
REAL:: u_n(ny,nx)
INTEGER::s,dim,i,h,v,w,id,inf
REAL::bufer(0:b,ny,1:k),bufer_d(0:b,ny,1:k),bufer i(0:b,ny,1:k)

h=nx/k
CALL omp_set num_threads(k)

portador =0.d0
u_ant=0.d0

CALL portador_inicio(portador)
u=0.d0

obs=0

CALL obs_cil(obs,nx,ny)
CALL solido_stream(obs,nx,ny)

! flujo de derecha a izquierda
u_set=.false.
u_set(:,1)="TRUE.
u(1,:,1)=u_entry
u(2,:,1)=0.

WHERE (IBITS(obs,0,1).EQ.1) 'u=0 dentro del solido
u_set=.TRUE.
u(l,:,:)=0.
u(2,:,:)=0.

ENDWHERE
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'Region en paralelo
!$omp parallel default(shared) private(id,i,w,v,i_step,inf, tmp,tmp1,tmp2,tmp3,tmp4)

id=omp_get thread num()
i=id+1

DO i _iter=1,niter

DO w=(i-1)*h+1,i*h
DO v=1,ny

Icalcula rho = densidad
rho(v,w)=0.d0
DO s=0,b
rho(v,w)=rho(v,w)+portador(s,v,w)
ENDDO

Icalcula u = velocidad

DO dim=1,D
If (NOT.u_set(v,w)) u(dim,v,w)=0.d0
DO s=1,b
IF (NOT.u_set(v,w)) u(dim,v,w)=u(dim,v,w)+e_coord(s,dim)*fluido(s,v,w)
ENDDO
IF ((rtho(v,w).NE.0.d0).AND.(.NOT.u_set(v,w))) u(dim,v,w)=u(dim,v,w)/rtho(v,w)
ENDDO

!fase de colision

DO s=0,b
portador_eq(s,v,w)=0.d0
ENDDO
u_n(v,w) =0.d0
DO
u_n(v,w) =u_n(v,w) +u(i,v,w)*u(i,v,w)
ENDDO
DO s=1,b
tmp(v,w)=0.d0
DO dim=1,D
tmp(v,w)=tmp(v,w) + e¢_coord(s,dim)*u(dim,v,w)
ENDDO

portador_eq(s,v,w)=rho(v,w)*masa(s)*(a_0 + tmp(v,w)*a 1+&
tmp(v,w)* tmp(v,w)*a_2+gamma*u_n(v,w)
ENDDO

! particula en reposo
portador_eq(0,v,w)=rho(v,w)*masa(0)*(a_0+gamma*u_n(v,w))

DO s=0,b
portador (s,v,w)=(1.-1./tau)* portador (s,v,w) + 1./tau* portador_eq(s,v,w)

! ytau=1. donde la velocidad es impuesta
IF (u_set(v,w)) portador (s,v,w)= portador_eq(s,v,w)
ENDDO
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Icalucula rebote

IF(mod(obs(v,w),2).EQ.1) then
tmp1(v,w)=portador(1,v,w)
tmp2(v,w)=portador(2,v,w)
tmp3(v,w)=portador(3,v,w)
tmp4(v,w)=portador(4,v,w)
portador(1,v,w)=portador(5,v,w)
portador(2,v,w)=p*portador(6,v,w)+q*portador(8,v,w)
portador(3,v,w)=portador(7,v,w)
portador(4,v,w)=p*portador(8,v,w)+q*portador(6,v,w)
portador(5,v,w)=tmp1(v,w)
portador(6,v,w)=p*tmp2(v,w)+q*tmp4(v,w)
portador(7,v,w)=tmp3(v,w)
portador(8,v,w)=p*tmp4(v,w)+q*tmp2(v,w)

ENDIF

ENDDO
ENDDO

!$omp barrier

!fase de propagacion

inf=(i-1)*h+1
bufer(:,:,i)= portador (:,:,inf)

bufer_i(:,:,i)= portador (:,:,nx-mod(nx+1-inf,nx))
bufer_d(:,:,i)= portador (:,:,inf+1)

!$omp barrier

portador (:,:,(i-1)*h+1)=bufer(:,:,i)
portador (:,:,;mod(i*h,nx)+1)=bufer(:,:,mod(i,k)+1)

DO w=(i-1)*h+2,i*h
DO v=1,ny
portador (5,v,w)= portador (5,v,mod(w,nx)+1)
portador (6,v,w)= portador (6,mod(v,ny)+1,mod(w,nx)+1)
ENDDO

DO v=ny,1,-1
portador (4,v,w)= portador (4,ny-mod(ny-+1-v,ny),mod(w,nx)+1)
portador (3,v,w)= portador (3,ny-mod(ny+1-v,ny),w)
ENDDO
ENDDO

DO w=i*h,(i-1)*h+2,-1
DO v=1,ny
portador (8,v,w)= portador (8,mod(v,ny)+1,nx-mod(nx+1-w,nx))
portador (7,v,w)= portador (7,mod(v,ny)+1,w)
ENDDO

DO v=ny,1,-1
portador (2,v,w)= portador (2,ny-mod(ny-+1-v,ny),nx-mod(nx+1-w,nx))
portador (1,v,w)= portador (1,v,nx-mod(nx+1-w,nx))
ENDDO
ENDDO

251




ANEXO II: PROGRAMACION DEL MODELO BGK

lactualiza las columnas pivote

portador (0,:,inf)=bufer(0,:,1)
DO v=1,ny
portador (5,v,inf)=bufer_d(5,v,i)
portador (6,v,inf)=bufer d(6,mod(v,ny)+1,i)
ENDDO

DO v=ny,1,-1
portador (4,v,inf)=bufer d(4,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
portador (3,v,inf)=bufer(3,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
ENDDO

DO v=1,ny

portador (8,v,inf)=bufer i(8,mod(v,ny)+1,i)
portador (7,v,inf)=bufer(7,mod(v,ny)+1,i)
ENDDO

DO v=ny,1,-1

portador (2,v,inf)=bufer_i(2,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
portador (1,v,inf)=bufer i(1,v,i)

ENDDO

!$omp barrier

'Escritura de resultados

!$omp single
inc_u=u-u_ant
IF (ALL(inc_u.LE.0.00001)) then
DO ib=1,nx
DO jb=1,ny
OPEN(unit=123,file='sal par.dat")
WRITE(123,'(214,2F10.2,14)") ib,jb,u(1,jb,ib),u(2,jb,ib),obs(jb,ib)
enddo
enddo
STOP
endif
u_ant=u

!$omp end single

ENDDO
!$omp end parallel

'Fin region paralela
CONTAINS

SUBROUTINE portador _inicio(portador)
! situacion inicial del fluido

IMPLICIT NONE
REAL.:: portador (:,:,:)

portador =0.

CALL RANDOM_NUMBER (portador)
portador =0.5*(1+0.02*( portador -0.5))

END SUBROUTINE portador _inicio
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SUBROUTINE solido_propagacion(solid,nx,ny)
IMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER:: b=8,D=2
INTEGER :: nx,ny
INTEGER solid(ny,nx)

CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,-1,1),FROMPOS=2,LEN=3,TO=solid, TOPOS=2)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,1),FROMPOS=6,L EN=3,TO=solid, TOPOS=6)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,-1,2),FROMPOS=4,LEN=3,TO=solid, TOPOS=4)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,2), FROMPOS=1,LEN=2,TO=solid, TOPOS=1)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,2), FROMPOS=8,LEN=1,TO=solid, TOPOS=8)

END SUBROUTINE solido_ propagacion

SUBROUTINE obs_cil(solid,nx,ny)
IMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER:: b=8,D=2
INTEGER,PARAMETER:: a=100,c=150,r=10

la coord x y ¢ coord y del centro del obstac, r es el radio
INTEGER :: nx,ny
INTEGER :: solid(ny,nx)
INTEGER x,y.k
REAL i

do i=0,10,0.25
do k=1,96
x=a+Floor(i*cos(k*3.1416/48))
y=c+Floor(i*sin(k*3.1416/48))
solid(y,x)=2**(b+1)-1
enddo
enddo

END SUBROUTINE obs_cil

END PROGRAM elem_port_par

En primer lugar aparecen las directivas de OpenMP que son aquellas que
comienzan por j$omp. Se puede comprobar como las subrutinas que mas tiempo
consumian han sido situadas dentro de la regiéon que se ejecuta en paralalelo. El
hecho de escribirlas como c6digo continuo sin separarlas como en el caso secuencial
es debido a que en las regiones en paralelo no estd permitida la llamada a subrutinas.

La parte secuencial del cddigo es ejecutada por un tnico hilo llamado maestro o
master thread. Cuando este hilo se encuentra con la directiva j$omp parallel, se
crean hilos esclavos que, junto con el maestro, ejecutan de forma concurrente, y sin
ningun tipo de sincronizacion, el bloque de codigo comprendido entre la directiva
anterior y j$omp end parallel. Con la directiva anterior que marca el final de la

region en paralelo se establece implicitamente una barrera que hace que los
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diferentes hilos se sincronicen, resuman su ejecucion en el hilo maestro y

desaparezcan. La figura A2.7 (Chandra et al., 2001) muestra el proceso anterior.

El hilo maestro ejecuta secuencialmente
una porcién de cddigo

v El hilo maestro se encuentra con la directiva
iSomp parallel. Se crean los hilos esclavos

El hilo maestro y los esclavos ejecutan
concurrentemente el bloque de codigo

Y v Y j$omp end parallel. Barrera implicita. Se espera
a que todos los hilos acaben su tarea

El hilo maestro resume la ejecucion.
Los hilos esclavos desaparecen

Fig. A2.7. Creacion de hilos esclavos en una region paralela.

Una vez conocido lo que sucede en una region en paralelo, es necesario conocer
el nimero de hilos que se van a usar en la region en paralelo. La variable & es la que
permite controlar esta circunstancia. Es importante que este nimero de hilos no sea
superior al nimero de procesadores disponibles, que en este caso son ocho en teoria,
pero que en la practica son menos ya que la maquina en la que se ejecuta el programa
es un servidor compartido con otros usuarios. Es posible que todas las aplicaciones
requieran mds procesadores de los que realmente estan disponibles. Esta situacion
conocida como oversubscription reduce la velocidad de ejecucion. Si se pudiera
hacer coincidir el numero de hilos con el de procesadores disponibles, el sistema
operativo conseguiria mejorar la utilizacion de los recursos de la maquina. Sin
embargo, no soOlo es muy dificil para el usuario determinar el numero de
procesadores disponibles, sino que dicho niimero cambia durante la ejecucion de un
programa en funcion de la carga de trabajo que tenga el sistema.

Para solucionar este problema, OpenMP permite un ajuste automatico del
numero de hilos activos al nimero de procesadores disponibles en funcion de las
tareas que estd ejecutando el sistema. Esta caracteristica se denomina hilos dindmicos
o dynamic threads y consiste en que OpenMP permite examinar, en tiempo de
ejecucion, la carga total del sistema y determina el niimero de procesadores
disponibles para la aplicacion. Se ajusta el numero de hilos paralelos que ejecutan la
aplicacion (incrementandolo o disminuyéndolo) para hacerlo coincidir con los

procesadores disponibles. De esta forma se evita la oversubscription consiguiéndose
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asi un buen comportamiento del sistema. El numero de hilos activos se ajusta
automaticamente y se libera al programador de tener que hacer la coordinacién con
otras tareas del sistema.

Es dificil escribir un programa en paralelo si los hilos pueden elegir unirse a un
grupo o dejarlo de forma impredecible. Por este motivo, OpenMP realiza el ajuste del
nimero de hilos en las partes secuenciales del cddigo. Una vez que encuentra una
jSomp parallel el numero de hilos del equipo formado se mantiene hasta que se
finaliza esa parte del codigo. Si hubiera mas adelante en el codigo otra region
paralela, el equipo de hilos que se cree puede tener un numero de hilos diferente al de
la primera construccion.

Las formas més comunes de habilitar la caracteristica de hilos dindmicos de
OpenMP son con una variable de entorno o mediante una llamada a una libreria de
tiempo de ejecucion. En el caso de la primera, su valor debe ajustarse antes de
comenzar la ejecucion del programa, mientras que la segunda se invoca desde dentro
de la ejecucion.

La variable de entorno es:

setenv OMP_DYNAMIC { TRUE, FALSE }

Por otro lado la libreria en tiempo de ejecucion se usa asi:

call omp set dynamic ({.TRUE.,.FALSE.})

Para facilitar la comprension se fijard el niimero de hilos en cuatro (k = 4)

mediante la libreria en tiempo de ejecucion

call omp_set num_threads (k)

Los hilos creados se numeran de 0 a 3 correspondiendo el cero al hilo maestro y
1, 2 y 3 alos esclavos. La descomposicion del dominio problema se hara en cuatro
subdominios de ny filas y 4 = nx/k columnas. Tal y como muestra la figura A2.8 cada
uno de los cuatro hilos ejecutard niter veces el codigo de la region paralela en el

subdominio que le corresponde.
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Fig. A2.8. Descomposicion del dominio y asignacion a los hilos.

La division del dominio en la forma representada en la figura A2.8 se debe a la
caracteristica del lenguaje FORTRAN de almacenar los elementos de una columna
en posiciones contiguas de memoria. Esta forma de descomponer el dominio tiene la
ventaja de que elimina la mayor parte del compartimiento falso ya que para un par de
procesadores que ejecutan hilos consecutivos existira como maximo una linea de
caché compartida entre ambos. La asignacion de las 4 columnas correspondientes a
cada hilo se hace en funcion de su identificador que es la variable id cuyo valor se
determina con la funcién:

omp get thread num()

La variable auxiliar i desempeiia la misma funciéon que la anterior, ya que su
valor es el de id mas 1 para conseguir que el hilo maestro sea el 1 y los esclavos 2, 3
y 4. La variable w que identifica el bucle externo que recorre las columnas del
dominio se calcula a partir de la forma

do w = (i-1)*h+1, i*h

que permite la asignacion de las columnas a los diferentes hilos mostrada en la
figura A2.8. El caracter compartido o shared de las variables especifica que son
compartidas por todos los hilos durante el tiempo que j$omp parallel esté activa.
Todas las modificaciones de estas variables actualizan a la instancia global, estando
su valor a disposicion del resto de hilos. Ejemplo de estas variables son las que
almacenan los resultados de los célculos para su posterior escritura a un archivo (u).
Por otro lado, private establece que cada hilo cree una instancia privada de la

variable especificada no siendo accesible al resto de hilos. Esta copia privada no
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continua asociada a la instancia original compartida de la variable ya que, a partir de
este momento, referencias a la misma acceden a diferentes localizaciones de
memoria, por lo que esta variable no se encuentra inicializada y su valor es
indefinido. De la misma forma al finalizar j$omp parallel, todas las copias privadas
desaparecen quedando igualmente indefinido su valor. Es importante tener en cuenta
esto para conseguir un comportamiento consistente entre el cddigo secuencial y el
paralelo. Ejemplos tipicos de este tipo de variables son los indices de los bucles
(w,v,i_iter). Como la mayor parte de la variables tienen caracter compartido, se optd
por anadir la clausula default para indicar que por defecto las variables son de este
tipo.

Los célculos correspondientes a la densidad de particulas, velocidad, fase de
colision y rebote se efectian por cada hilo en la porcion de dominio que le
corresponde de forma no sincronizada hasta llegar a la directiva

i$omp barrier

en la que cada hilo espera a que los demas finalicen sus tareas y lleguen a este
punto del cédigo. Esta sincronizacion es el paso previo a la fase de propagacion, que
es la mas conflictiva, ya que los hilos dejan de ser estancos y necesitan comunicarse
entre si para actualizar el valor de la densidad de particulas de las columnas limite
entre los mismos, en nuestro caso esto sucede para las columnas cuyo valor de x se
muestra en la figura A2.8. Las columnas de indice inf = (i-1)*h+1 (1, 75, 150 y 225),
sombreadas en dicha figura, se denominaran pivotes. De ellas y de sus vecinas
derecha e izquierda se efectuard una copia en las variables temporales bufer, bufer d
y bufer i, asegurando que todos los hilos hayan hecho esta accion mediante la
imposicion de una barrera. A continuacion se calcula la fase de propagacion en el
dominio situado entre dos columnas pivote (de (i-1)*h+2 a i*h), actualizando
posteriormente ¢€stas ultimas. De esta forma se consigue evitar que, al ejecutar los
hilos la fase de propagacién de forma concurrente y no sincronizada, uno de ellos
actualice el valor de la columna limite que le corresponde antes de que el hilo
contiguo pueda leerla para modificar la columna limite que le pertenece, produciendo
un error en los resultados.

Al final de la fase de propagacion se coloca una barrera, pues hay una porcion de
codigo que debe ejecutarse por un solo hilo. Se trata de la fase de escritura de
resultados cuando se alcance el régimen permanente, aquella en la que la diferencia

entre el valor de las componentes de la velocidad en todos los sitios del dominio
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entre una iteracion y la siguiente es inferior a un determinado umbral. La lectura o
escritura de un fichero dentro de una region paralela siempre debe realizarse por un
unico hilo por lo que se usa la directiva
i$omp single

El primer hilo que llega es el que ejecuta el cddigo encerrado entre esta directiva
y iSomp end single. El resto del equipo de hilos esperan a que el seleccionado acabe
su tarea. Si se cumple la condicion umbral, se escribe el archivo de salida y con la
orden STOP se interrumpe la ejecucion del programa. j$omp single conlleva una
barrera implicita al final de la construccion, pero no al principio y este fue el motivo
de escribirla explicitamente en el codigo. Finalmente, j$Somp end parallel cierra la

region en paralelo.

A2.2.3.- Eficiencia de la ejecucion en paralelo

Uno de los factores que mas influyen sobre la eficiencia de la ejecucion de un
programa en paralelo es el uso que se hace de la memoria caché que, en maquinas
como las SGI, est4 disenada para explotar el concepto de localidad. La localidad es la
propiedad por la que si un programa accede a una porcion de memoria, hay una gran
probabilidad de que se acceda de nuevo a esa localizacion en poco tiempo. Es
también es muy probable que se acceda a una posicion de memoria cercana a la
anterior. Estas dos son las caracteristicas temporal y espacial de la localidad.

Un codigo sera tanto mas eficiente en su ejecucion cuanto mejor uso haga de la
memoria cache. Para ello debe procurarse que todos o la mayoria de los datos a los
que accede cada procesador estén en su correspondiente cache. Este es el motivo mas
importante por el que debe tenerse en cuenta el orden en que FORTRAN almacena
los datos (figura A2.3) a la hora de escribir un bucle doble que lea una matriz de dos
dimensiones. Si se pone como externo el indice de las filas, el tiempo que se tarda en
leer dos elementos consecutivos es el correspondiente al recorrido de todas las
columnas, mientras que si el indice que referencia a éstas es el externo, el tiempo
invertido en leer dos elementos contiguos sera el correspondiente a recorrer una fila.
Con esto se consigue disminuir el numero de pérdidas de caché o cache misses que
se producen cuando, por ejemplo, un procesador trata de leer un dato que encuentra
en la memoria global compartida y no en su caché. Si se produce la situacion

contraria se tiene un cache hit.
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Para comprobar la eficiencia que de la memoria caché hace este codigo, se
puede usar la herramienta denominada Perfex que proporciona SGI. Sirve para
contar la ocurrencia de determinados eventos durante la ejecucion de un programa.
La lista de eventos es amplia, identificando a cada uno con un nimero. La forma

genérica de uso en la linea de comandos es:

%>perfex —a —y —o archivo salida archivo ejecutable.out

En la que archivo_ejecutable.out se crea con

%>f90 —mp —03 —0 archivo ejecutable.out archivo fuente.fo()

Ahora, como opcion de compilacion, aparece —mp que hace que se tengan en
cuenta las directivas de OpenMP permitiendo la ejecucion en paralelo. Las opciones
de Perfex son las siguientes:

—a tiene en cuenta todos los eventos posibles. Esta opcion se puede sustituir por

—e para que en el archivo de salida solo aparezcan determinados eventos (—e
21).

—o redirige la salida a un determinado archivo.

—y permite obtener una tabla de estadisticas de la ejecucion del codigo.

Como ejemplo se analiz6 la ejecucion del programa elem port par con cuatro
hilos. De la tabla de estadisticas que proporciona la salida de Perfex, los indicadores
mas importantes en cuanto al uso de la caché son LI Data Cache Hit Rate y L2 Data
Cache Hit Rate que representan los aciertos de caché primaria y secundaria
situdndose en porcentajes de 0,94 y 0,98, respectivamente. Los valores que se
consideran aceptables son 0,9 para la primaria y 0,95 para la secundaria, por lo que
en este aspecto el codigo tiene un comportamiento satisfactorio.

Otro parametro que refleja la calidad del cédigo es el que determina el nimero
de instrucciones ejecutadas por ciclo. Se considera bueno si este valor es 1 o préximo
al mismo. En este caso el valor de Graduated instructions/cycle es 0,987.

La agilizacion, o SpeedUp, definida como el cociente entre el tiempo de
ejecucion secuencial (un solo procesador del SGI Origin 2000) y el tiempo de

ejecucion paralela (varios procesadores del SGI Origin 2000), es otra medida de la

bondad del codigo.

T
SpeedUp = T‘—“

par

259



ANEXO II: PROGRAMACION DEL MODELO BGK
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Fig. A2.9. Esquemas ideal (a) y real (b) de una ejecucion en paralelo (CEPBA).

La figura A2.9.(a) muestra lo que seria una ejecucion ideal en paralelo en la que
todos los procesadores tienen la mismas tareas en cuanto a tipo y numero,
finalizdndolas al mismo tiempo. Sin embargo lo que suele suceder es que la
ejecucion de unos se retrasa respecto a la de los otros (b), estando fijado el tiempo de
ejecucion en paralelo por el del ultimo procesador que acaba sus tareas.

Los tiempos obtenidos con SpeedShop en las simulaciones de los mismos casos

de la tabla A2.1 con diferente nimero de procesadores fueron

Tabla A2.3. Tiempos de ejecuciones en segundos en paralelo para los dos casos de estudio

Tamaiio Numero de procesadores

dominio 1 2 3 4 5 6 7 8

m=300,my=300 | 45357 1 247.68 | 180.58 | 14547 | 12590 | 11016 | 85.68 | 82.26
1 obst. circular

nx=300, ny= 400

) 652,74 | 354,39 | 263,20 | 209,76 | 174,72 | 161,58 | 121,68 | 113,820
8 obst. circulares

Un aspecto a destacar comparando los resultados de las tablas A2.1 y A2.3 es
que los procesadores MIPS R10000 tienen mayor rapidez de célculo que los que se
encuentran en un PC, pues su tiempo de ejecucion secuencial es bastante inferior al
obtenido con Intel Pentium y AMD Athlon.

Los correspondientes valores de agilizacion o speedup, se calculan a partir de los

resultados recogidos en la tabla A2.3 y se muestran en la tabla nimero A2.4.
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Tabla A2.4. Agilizacion de ejecucion en paralelo para los dos casos de estudio

Tamaiio Numero de procesadores

dominio 1 2 3 4 5 6 7 8
nx=300, ny=300 } 184 | 248 | 3.11 36 | 404 | 520 | 551
1 obst. circular
nx=300, ny=400 1, 183 | 251 | 3.1 35 | 411 | 536 | 573

8 obst. circulares

Como se puede ver conforme el nimero de procesadores aumenta, mas agil es la
ejecucion. Sin embargo, es conveniente tener en cuenta los conceptos de cobertura y
granularidad. Siguiendo a Chandra ef al. (2001 §6.2.1), para obtener tiempos de
ejecucion reducidos, es necesario tener un valor de cobertura grande. Esto es
evidente, pero lo que no lo es tanto es que conforme el numero de procesadores se
incrementa, la ejecucion puede llegar a estar dominada por las partes secuenciales del
codigo, incluso cuando éstas sean relativamente poco importantes. Esta idea es la que

refleja la ley de Amdahl

En la que S es la agilizacion total (numero de veces que el cddigo en paralelo es
mas rapido que el secuencial), F es la fraccion de cddigo paralelizada o cobertura y
S, es la agilizacion que se alcanza en la ejecucion en dicha fraccién y que en un
codigo ideal (sin tener en cuenta los costes computacionales de la paralelizacion) es
igual al nimero de procesadores. Seglin esta expresion, no importa la calidad de la
paralelizacion ni la disponibilidad de procesadores ya que el tiempo de ejecucion
estara siempre limitado por F.

En este codigo hay aproximadamente un 90% de cobertura, ejecutdndose
secuencialmente el 10% restante. Si se aplica la ley de Amdahl se obtiene resultados
muy similares para la agilizacion a los recogidos en la tabla A2.4.

En segundo lugar aparece la granularidad, que basicamente consiste en los
costes fijos en términos de tiempo de ejecucion, conocidos como overhead, que
supone el invocar una regiéon o un bucle en paralelo o hacer que los hilos se
sincronicen en una barrera. Estos costes fijos se incrementan conforme el numero de

hilos aumenta. Por tanto, no basta con tener una buena cobertura sino que también es
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necesario reducir la granularidad en la medida de lo posible. Un ejemplo de esto lo
constituye el cddigo aqui presentado, en el que se optd por hacer una aproximacion
gruesa o coarse-grained al problema usando la region paralela con j$omp parallel.
Una aproximacion mas fina se podia haber hecho a nivel de bucle con j$omp parallel
do, pero esto hubiera supuesto aumentar la granularidad notablemente al tener que
escribir muchos de ellos en el codigo.

En definitiva, se puede comprobar como OpenMP permite paralelizar el codigo
de una forma relativamente sencilla, consiguiendo agilizaciones en la ejecucion de
hasta cinco veces con respecto al tiempo que se tardaria en hacer una simulacidén en
un solo procesador MIPS R10000 a 200 MHz. Este ahorro de tiempo es ain mayor si
se compara con el necesario para la ejecucion en un ordenador personal. Segun las
experiencias de otros programadores estas ventajas se hacen mds notorias cuanto

mayor es el tamafio de la matriz dominio a procesar.

A2.3.- Referencias

Chandra, R., L. Dagum, D. Kohr, D. Maydan, J. McDonald y R. Menon. 2001.
Parallel Programming in OpenMP. Morgan Kaufmann. Nueva York.

A2.4.- Notacion

Do numero de vecinos que rodean a un nodo en la malla D2Q9.

BGK .....cceeee evolucion del modelo de malla de Boltmann basado en las ideas
de Bhatnagar, Gross y Krook para simplificar el operador de
colision.

bufer, bufer d, bufer i ....... variables temporales que almacenan el valor de las

columnas pivote antes de la fase de propagacion.

Cseerrrrrennneennnnens velocidad del sonido (pardmetro de la malla elegida).

Do numero de dimensiones.

Foiiie fraccion de codigo paralelizada o cobertura.

Pooeeieieeinn, nimero de columnas que tiene cada uno de los subdominios
asignado a cada procesador.

[ 77 SOOI variables que identifican a los diferentes hilos creados.

177 SO indice de las columnas pivote.

Koo, variable que controla el nimero de hilos que se crean en la
ejecucion en paralelo.

Lo, longitud caracteristica del flujo (didmetro del obstaculo).

masd ................ variable que representa a las constantes de malla (#,) que
intervienen en el calculo de la funcion de equilibrio fi(o) .

mask................. variable logica.

77772 S nimero de veces que se ejecutara el codigo.

NY, X ceeveeanenne tamafo del dominio problema.

ODS ..o, variable que denota a un obstéculo.

262



ANEXO II: PROGRAMACION DEL MODELO BGK

)7 B variables que determinan el rebote y la reflexion especular en la

interaccion fluido portador-soélido.

portador .......... variable usada para representar a las f (r,t) que son funciones

que indican la probabilidad de encontrar una particula de
portador viajando en la direccion ¢; hacia el sitio r en el tiempo
4

portador_eq..... variable que representa a fi(o).

S agilizacion total.

SF v agilizacion que se obtiene en la parte de codigo F.
SpeedUp .......... agilizacion de la ejecucion en paralelo.

LU oo variable que representa a 7.

Tpareceeeeieennne. tiempo de ejecucion en paralelo.

Teoeeenaaaanaanaanns tiempo de ejecucion secuencial.

u(r,t) .. velocidad de flujo en el sitio r en el instante z.
wV,i_iter ......... variables indice de bucles en la ejecucion en paralelo.
Xy Voreeereenieennns direcciones espaciales.

E wevvrerneereenieens pequena perturbacion (1 o 2%) de un valor.

E(L) e variable aleatoria uniformemente distribuida entre cero y uno.
Yo, § %) IRUSUR densidad de particulas en el sitio r en el instante ¢.
Toreeereeereenreeenas parametro de relajacion para el portador.

5 TSR viscosidad cinemadtica.
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Anexo 1l

Programacion del Modelo BGK para la Simulacion del
Flujo Turbulento

En este anexo se muestran las modificaciones que se deben hacer a la subrutina
“portador_iteracion”, descrita en el anexo II, para conseguir que el modelo BGK sea

capaz de simular un flujo en régimen turbulento.

SUBROUTINE portador_iteracion(portador,u,u_set,tau,rebote,nx,ny)
IMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER::b=8,D=2

INTEGER::nx,ny

REAL::portador(0:b,ny,nx),u(D,ny,nx)
LOGICAL::u_set(ny,nx),rebote(ny,nx)

REAL::tau,c_smago(ny,nx)

! D2Q9 BGK coeficientes
REAL,PARAMETER::a 0=1./9.,a 1=3./9.,a 2=0.5,gamma 0=-2./3.,gamma=-1./6.,r 0=4./9.
REAL::portador_eq(0:b,ny,nx), q_mft(ny,nx), nu 0
REAL::u_n(ny,nx),rho(ny,nx),tmp(ny,nx),e_coord(b,D),masa(0:b)
DATA e coord/1,1,0,-1,-1,-1,0,1,0,-1,-1,-1,0,1,1,1/
DATA masa /4,1,0.25,1,0.25,1,0.25,1,0.25/
INTEGER::a,i,j,v,w

! se calcula la velocidad de campo y fija valor en los lugares necesarios
CALL portador_velocidad(portador,u,rho,.NOT.u_set,nx,ny)

tau=0.50001
¢ _smago=0.2

DO w=1,nx
DO v=1,ny
! inicio
DO a=0,b
portador_eq(a,v,w)=0.d0
ENDDO
u_n(v,w)=0.d0
Do i=1,D
u_n(v,w)=u_n(v,w)+u(i,v,w)*u(i,v,w)

ENDDO




ANEXO III: PROGRAMACION DEL MODELO BGK PARA FLUJOS TURBULENTOS

!

DO a=1,b Icalcula portador_eq(a,:,:)
tmp(v,w)=0.d0

DO i=1,D

tmp(v,w)=tmp(v,w) + e_coord(a,i)*u(i,v,w)
ENDDO

portador_eq(a,v,w)=rho(v,w)*masa(a)*(a_O+tmp(v,w)*a 1+&
tmp(v,w)*tmp(v,w)*a_2+gamma*u_n(v,w))

ENDDO
portador_eq de particula en reposo
portador_eq(0,v,w)=rho(v,w)*(r_O+gamma_0*u_n(v,w))

if (c_smago(v,w).ne.0.) then
nu_0=(2.*tau-1.)/6.

Caleula Q =TI ,IT ,; que es q_mft

q_mft=0.
doi=1,b
do j=1,b
tmp(v,w)=0. ! tmp es el tensor de cantidad de movimiento del flujo (5.10)
do a=1,D
tmp(v,w)=tmp(v,w)+ &
e coord(i,a)*e coord(j,a)*(portador(i,v,w)-portador_eq(i,v,w))
enddo
q_mft(v,w)=q_mft(v,w)+tmp(v,w)*tmp(v,w)
enddo
enddo

tmp es ahora |S], el tensor de tensiones. La expresion (5.11) es reorganizada de la forma
tmp=(sqrt(nu_0**2+18*c_smago**2*c s**2*sqrt(q_mft))-nu_0)/(6*c_smago**2*c s**2)

tmp(v,w)=(sqrt(tau**2+18*c_smago(v,w)*c_smago(v,w)*sqrt(q_mft(v,w))/rho(v,w))-tau)/6.

tmp es ahora 7 . La expresion (5.13) es reorganizada como
tmp=3*(nu_0+c_smago**2*c_s2*tmp)+0.5
tmp(v,w)=3*(nu_0-+tmp(v,w))+0.5

y finalmente
If(u_set(v,w)) tmp=1.
do i=0,b
portador(i,v,w)=portador(i,v,w)+(portador_eq(i,v,w)-portador(i,v,w))/tmp(v,w)
enddo
else
portador(i,v,w)=(1.-1./tau)*portador(i,v,w) + 1./tau*portador_eq(i,v,w)
y tau=1donde la velocidad es fijada
if(u_set(v,w)) then
do i=0,b
portador(i,v,w)=portador_eq(i,v,w)
enddo
endif
endif

ENDDO
ENDDO

CALL portador_rebote(portador,rebote,nx,ny)
CALL portador propagacion(portador,nx,ny)
END SUBROUTINE portador_iteracion
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Programacion del Modelo del Camino Aleatorio

El programa que se presenta, escrito en FORTRAN 90, se corresponde con los
aspectos presentados en el capitulo 7 y permite estudiar el fenémeno de la adveccion-
difusion aplicando el modelo del camino aleatorio para el calculo de la componente
difusiva, usando como dato el campo de velocidades determinado con el modelo
BGK para una determinada configuracion de obstaculos. Aunque las condiciones
periddicas estdn impuestas por defecto, se incluyen como comentarios las
instrucciones necesarias para que cuando un caminante llegue al borde del dominio
se considere que ha salido del mismo y no se tenga en cuenta en posteriores

iteraciones.

Program caminantes
Implicit none

Integer,parameter::dx=1,dy=1 Iresolucion de la malla
Real,parameter::tf=150000,dt=25. !tiempo de simulacion y su incremento
Real,parameter::ddl=0.015,ddt=0.015 !dispersividad longitudinal y transversal
Integer::npx,npy In® particulas inyectadas en X ¢ Y

Integer::nx,ny,nelem,nnodo,xb,yb,nel,nod,ttotal,itiempo,ip,npt,taux
Real::ax,ay,p,q,tiempo,vxp,vyp

Integer::i,j,k,x,y,np !,aviso(20000) !condiciones no periodicas en los bordes
Integer:: nodo(4,70000),0bs(70000),s0lido(70000)

Real:: movx(20000),movy(20000)

Real:: xpi(20000),ypi(20000),vvx(70000),vvy(70000)

Real:: xx(70000),yy(70000)

Real:: xp0(20000),yp0(20000)

Real:: mux1,mux2,muyl,muy2

Real:: mmux1(1000000),mmux2(1000000),mmuy 1(1000000),mmuy2(1000000)
Real:: x0,y0,dxi,dyi,xc,yc,aax,aay
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!Lectura del fichero de velocidad y obstaculos generado por el Modelo BGK
open(unit=1,file='velocidad.dat')
do nod=1,70000
read(1,*,end=1) yy(nod),xx(nod),vvx(nod),vvy(nod),obs(nod)
enddo
1 continue

ax=dx/2.
ay=dy/2.
nx=Maxval(xx)
ny=Maxval(yy)

!Generacion de la malla de elementos finitos (n° de elementos y de nodos)
nelem=(nx-1)*(ny-1)
nnodo=nx*ny

!Generacion de la malla de elementos finitos (vecinos que rodean a un nodo)
do i=1,nx-1
do j=1,ny-1
nel=j+(i-1)*(ny-1)
nodo(1,nel)=j+ny*(i-1)
nodo(2,nel)=nodo(1,nel)+ny
nodo(3,nel)=nodo(1,nel)+ny+1
nodo(4,nel)=nodo(1,nel)+1
enddo
enddo

!Coordenadas de los limites de la malla
xb=nx
yb=ny

!Determinacion de los elementos que son solidos
Isolido(nel)=1 el elemento es solido
Isolido(nel)=0 el elemento no es solido

do i=1,nx-1

do j=1,ny-1

nel=j+(i-1)*(ny-1)

dok=1,4

If (obs(nodo(k,nel)).Eq.1) solido(nel)=solido(nel)+1

enddo

If (solido(nel).Eq.4) then

solido(nel)=1

else

solido(nel)=0

endif

enddo

enddo

!Asignacion de una posicion inicial a cada particula
len el margen izquierdo del dominio problema

tiempo=0.0

aax=2.

npx=10

aay=124.

npy=124

npt=npx*npy

x0=3.

y0=64.

dxi=aax/(npx-1)
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dyi=aay/(npy-1)
xc=x0-aax/2.

yc=y0-aay/2.

np=1

do i=1,npx
do j=1,npy
xpi(np)=xc+(i-1)*dxi
ypi(np)=yc+(j-1)*dyi
xp0(np)=xpi(np)
ypO(np)=ypi(np)
np=np+1
enddo
enddo

AR R RN R RN RN R RN R RN AR RR R

1Caso de condiciones no periodicas en los bordes

\marcador que nos dice si una particula esta fuera (aviso=1)
lo dentro del dominio (aviso=0)

! doi=l,npt

! aviso(i)=0

! enddo
N T A AR LS T TR AL

!Calculo parametros estadisticos para tiempo=0
call estadistica(tiempo,movx,movy,npt,mux1,mux2,muyl,muy2)
mmux1(1)=mux1
mmux2(1)=mux2
mmuy1(1)=muyl
mmuy?2(1)=muy2

!Genera archivo de posicion inicial de los caminantes
open(unit=2,file="posicion0.dat") !
do k=1,npt
write(2,'(2£8.2,14)") xpi(k),ypi(k).k
enddo

ITiempo maximo de simulacion
ttotal=Int(Tf/Dt+1)

!Bucle principal de calculo
do itiempo=1,ttotal

!Movimiento caminantes aleatorios
do ip=1,npt

!If(aviso(ip).Eq.0) then !condiciones no periodicas en los bordes

Velocidad de la particula
vxp=vpart(xpi(ip),ypi(ip),ax,ay,ny,vvx,nodo,xb,yb)
vyp=vpart(xpi(ip),ypi(ip),ax,ay,ny,vvy,nodo,xb,yb)

!Fase de adveccion+difusion = dispersion
call aleawalk(xpi(ip),ypi(ip),movx(ip),movy(ip),vxp,vyp,dt,al,at,ax,ay,&
xb,yb,ny,xx,yy,nodo,solido)!,aviso(ip))

lendif \condiciones no periodicas en los bordes
enddo
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!Calculo parametros estadisticos para cada instante tiempo
tiempo=tiempo-+dt
call estadistica(tiempo,movx,movy,npt,mux 1, mux2,muy1l,muy2)
mmux 1 (itiempo+1)=mux1
mmux2(itiempo+1)=mux2
mmuy1(itiempo+1)=muy1
mmuy?2(itiempo+1)=muy2

!Genera un fichero con la posicion de las particulas en un
linstante de tiempo determinado
taux=Int((itiempo-1)*dt)
If(mod(taux,10000).Eq.0) then
do ip=1,npt
! If(aviso(ip).Eq.0) then  !condiciones no periodicas en los bordes
write(taux,'(28.2,14)") xpi(ip),ypi(ip),ip
! endif lcondiciones no periodicas en los bordes
enddo
endif
enddo

!Calculo de momentos
open(unit=3,file="momentos.dat")
do i=l,itiempo
write(3,'(5f15.8)") (i-1)*dt,mmux1(i),mmux2(i),mmuy1(i),mmuy2(i)
enddo

Contains

!Ejecuta el algoritmo de los caminantes aleatorios segun Maier et al. (1998,2000)
Icon aplicacion de la condicion de rebote cuando en su trayectoria
Ise encuentran con un solido se detienen en su superficie para después partir
!del mismo punto con una direccion aleatoria.
!Ademas se aplican condiciones periodicas en la direccion longitudinal X
ly transversal Y, controlando las coordenadas locales xp e yp.
!Las coordenadas globales son movx y movy
Subroutine aleawalk(xp,yp,movxp,movyp,vxp,vyp,dt,ddl,ddt,&
ax,ay,xb,yb,ny,xx,yy,nodo,solido)!,aviso)
Implicit none
Integer::solido(70000),nodo(4,70000),xb,yb,i,j,nel,nel_ant,ny&
1,aviso(20000)
Real::dtl,dtt,dt,x_aux,y aux
Real::xp,yp,vxp,vyp,ddl,ddt,ax,ay,incx,incy,movxp,movyp
Real:: xx(70000),yy(70000),x,y
Real::p,epsix,epsiy

Call Random_number(p)
epsix=Sqrt(2.)*cos(p*2*3.14159)
epsiy=Sqrt(2.)*sin(p*2*3.14159)
incx=vxp*dt+epsix*sqrt(2*ddl*dt)
incy=vyp*dt+epsiy*sqrt(2*ddt*dt)

X_aux=xp-+incx
y_aux=yp-+incy
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If(x_aux.Ge.xb) then !condiciones periodicas
X_aux=x_aux-xb+l

elseif (x_aux.Le.1) then
x_aux=-(1-x_aux)+xb

endif

If(y_aux.Ge.yb) then

y_aux=y_aux-yb+l

elseif (y_aux.Le.1) then
y_aux=-(1-y_aux)+yb

endif

RN RN R RN AR A R A R RN R A RN RN R RRRR RN

!Caso de condiciones no periodicas en los bordes
If(x_aux.Ge.xb) then
X=X_aux
y=y_aux
X_aux=xb
y_aux=yp+((y-yp)/(x-xp))*(x_aux-xp)
INcX=x_aux-xp
incy=y_aux-yp
aviso=1
elseif(x_aux.Le.1) then
X=X_aux
y=y_aux
x_aux=I
y_aux=yp+((y-yp)/(x-Xp))*(x_aux-xp)
INCX=X_aux-Xp
incy=y_aux-yp
aviso=1
endif

If(y_aux.Ge.yb) then

X=X_aux

y=y_aux

y_aux=yb
X_aux=xp+((x-xp)/(y-yp))*(y_aux-yp)
INCX=X_aux-xp

incy=y_aux-yp

aviso=1

elseif (y_aux.Le.1) then

X=X_aux

y=y_aux

y_aux=I
X_aux=xp+((x-xp)/(y-yp))*(y_aux-yp)
INCX=X_aux-xp

incy=y_aux-yp

aviso=1

! endif

A A A A T T A A TR AN A A A AR NN ATA AT

i=Int(xp/(2*ax))

j=Int(yp/(2*ay))
nel ant=j+(i-1)*(ny-1)

i=Int(x_aux/(2*ax))
J=Int(y_aux/(2*ay))
nel=j+(i-1)*(ny-1)
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if (solido(nel).Eq.1) then !condicion interaccion con solidos
X=X_aux
y=y_aux
if(nel_ant.Eq.nel-1) then
y_aux=yy(nodo(1,nel))
X_aux=xp+((x-xp)/(y-yp))*(y_aux-yp)
INCX=X_aux-Xp
incy=y aux-yp
elseif(nel_ant.Eq.nel+1) then
y_aux=yy(nodo(3,nel))
X_aux=xp+((x-xp)/(y-yp))*(y_aux-yp)
INCX=X_aux-xp
incy=y_aux-yp
elseif(nel_ant.Eq.nel+ny-1) then
x_aux=xx(nodo(2,nel))
y_aux=yp+((y-yp)/(x-Xp))*(x_aux-xp)
INCX=X_aux-Xxp
incy=y_aux-yp
elseif(nel ant.Eq.nel-ny+1) then
x_aux=xx(nodo(4,nel))
y_aux=ypH((y-yp)/(x-xp))*(x_aux-xp)
INCX=X_aux-xp
incy=y_aux-yp
else
incx=-incx
incy=-incy
endif
X_aux=xp-+incx
y_aux=yp-+incy
endif

Xp=X_aux !coordenadas locales
yp=y_aux

movxp=movxp-+incx !coordenadas globales
movyp=movyp+incy

return
End Subroutine aleawalk

!Calculo de la velocidad de una particula como interpolacion
Ibilineal de las velocidades en los 4 nodos que definen
lel elemento de la malla en el que se ecuentra

Real Function vpart(xp,yp,ax,ay,ny,v,no,xb,yb)

Real:: xp,yp,ax,ay,v(70000)

Real:: x1,yl,vpl,vp2,vp3,vp4

Integer:: ny,i,j,nele,no(4,70000),xb,yb

i=int(xp/(2*ax))
J=int(yp/(2*ay))

nele=j+(i-1)*(ny-1)

x1=xp-ax*(2*i-1)

yl=yp-ay*(2*j-1)
vpl=v(no(1,nele))*(1-x1/ax)*(1-y1/ay)
vp2=v(no(2,nele))*(1+x1/ax)*(1-y1/ay)
vp3=v(no(3,nele))*(1+x1/ax)*(1+yl/ay)
vp4=v(no(4,nele))*(1-x1/ax)*(1+yl/ay)
velop=(vpl+vp2+vp3+vp4)/4.
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return
end function vpart

!Parametros estadisticos
Subroutine estadistica(tiempo,movx,movy,npt,mux1,mux2,muyl,muy?2) !,aviso)
Implicit none
Real:: movx(20000),movy(20000),tiempo
Real:: sumx,sumy,sumxy,xm,ym,vx,vy,vxy,mux |,mux2,muyl,muy2
Integer::npt,m00,i !,aviso(20000),npquedan
Real::m10,m01,m20,m02

lvalor medio de la posicion (X,y,t)

sumx=0.0
sumy=0.0
! npquedan=0 lcondiciones no periodicas
do i=1,npt
lif(aviso(i).eq.0)then \condiciones no periodicas

sumx=sumx+movx(i)
sumy=sumy-+movy(i)
Inpquedan=npquedan+1 !condiciones no periodicas
lendif lcondiciones no periodicas
enddo
xm=sumx/npt
ym=sumy/npt
Ixm=sumx/npquedan \condiciones no periodicas
lym=sumy/npquedan lcondiciones no periodicas
!m00=npquedan lcondiciones no periodicas
mO00=npt
m10=sumxx
mO01=sumyy

Varianza para la posicion (x,y,t)

sumx=0.0

sumy=0.0

sumxy=0.0

do i=1,npt
lif(aviso(i).eq.0)then lcondiciones no periodicas
sumx=sumx-+(movx(i))**2
sumy=sumy-+(movy(i))**2
sumxy=sumxy-+(movx(i)-xm)*(movy(i)-ym)
lendif \condiciones no periodicas

enddo

m20=sumx

m02=sumy

vx=sumx/(npt-1)

vy=sumy/(npt-1)

vxy=sumxy/(npt-1)

lvx=sumx/(npquedan-1) \condiciones no periodicas

lvy=sumy/(npquedan-1) \condiciones no periodicas

lvxy=sumxy/(npquedan-1) !condiciones no periodicas

mux1=m10/m00
mux2=m20/m00-mux1**2
muy1=m01/m00
muy2=m02/m00-muy1**2

return
end Subroutine estadistica

end program caminantes
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Anexo V

Codificacion del Modelo BGK-AC

PROGRAM BGK-AC
Modelo BGK-AC para la disposicion de obstaculos de Poesen et al. (1994)

IMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER :: nx=400,ny=200

INTEGER,PARAMETER:: b=8,D=2.k=8

REAL,PARAMETER:: a 0=1./9.,a_1=3./9.,a 2=0.5,gamma_ 0=-2./3.,&

gamma=-1./6.,r 0=4./9.

INTEGER,PARAMETER:: nstep=1001

REAL,PARAMETER::u_entry=0.1,tau=0.5225

REAL:: ¢_smago,nu_0,q mft(ny,nx),u n(ny,nx)

REAL :: fluido(0:b,ny,nx),u(D,ny,nx),rho(ny,nx),&
fluid_eq(0:b,ny,nx),umedia(D,ny,nx)

Logical:: u_set(ny,nx)

INTEGER::i_step,ib,jb,jb_aux

REAL e_coord(b,D),masa(0:b)

DATA e coord/1,1,0,-1,-1,-1,0,1,0,1,1,1,0,-1,-1,-1/

DATA masa /4,1,0.25,1,0.25,1,0.25,1,0.25/

REAL:: tmp(ny,nx),tmpb(ny,nx)

INTEGER::s,ss,r,dim,i,h,v,w,id,inf,a

REAL::bufer(0:b,ny,1:k),bufer_d(0:b,ny,1:k),bufer i(0:b,ny,1:k)

REAL::utot(D,ny,nx)

REAL::bufer_part(0:b,ny,1:k),bufer part d(0:b,ny,1:k),bufer part i(0:b,ny,1:k)

REAL::prob(0:3,ny,nx),norm01(ny,nx)

INTEGER::part(0:b,ny,nx),part_d(0:3,ny,nx),e,limite

INTEGER::0bs(ny,nx)

INTEGER::zinic(ny,nx),zaux(ny,nx),zcontrol(ny,nx),antes(ny,nx),despues(ny,nx),&
limite_aux(ny,nx),zinc(ny,nx),zinc_aux(ny,nx)

a=0

c¢_smago=0.4
nu_0=(2.*tau-1.)/6.
h=nx/k

limite=100

zinic=10000
zaux=zinic
part(0,:,:)=zinic(:,:)
antes=0

despues=0
zcontrol=0

zinc=0
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zinc_aux=0
part_d=0

CALL omp_set num_threads(k)
fluido=0.d0
CALL fluido_inicio(fluido)

u=0.d0

utot=0.d0

obs=0

CALL obs_cil(obs,nx,ny)

where (obs.GT.0) part(0,:,:)=0
CALL solido_stream(obs,nx,ny)
tmpb=0.0

umedia=0.0

!$omp parallel default(shared) private(id,i,w,v,i_step,inf,tmp,e)

id=omp_get thread num()
i=id+1

! establecimiento del flujo

!$omp single
u_set=.false. !flujo de izqda a dcha.
u_set(:,1)=TRUE.
u(1,:,1)=u_entry
u(2,:,1)=0.

where (IBITS(obs,0,1).EQ.1) 'u=0 en solidos
u_set="TRUE.
u(1,:,:)=0.
u(2,:,:)=0.
ENDWHERE
!$omp end single

DO ss=1,5000

do w=(i-1)*h+1,i*h
do v=1,ny

Itho = densidad
rho(v,w)=0.d0
DO s=0,b
rho(v,w)=rho(v,w)+fluido(s,v,w)
ENDDO

u = velocidad
DO dim=1,D
If (NOT.u_set(v,w)) u(dim,v,w)=0.d0
DO s=1,b
IF (NOT.u_set(v,w)) u(dim,v,w)=u(dim,v,w)+e_coord(s,dim)*fluido(s,v,w)
ENDDO

IF ((rho(v,w).NE.0.d0).AND.(.NOT.u_set(v,w))) u(dim,v,w)=u(dim,v,w)/rtho(v,w)
umedia(dim,v,w)=umedia(dim,v,w)+u(dim,v,w)
ENDDO
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Ifase de colision
do s=0,b
fluid_eq(s,v,w)=0.d0
enddo

u_n(v,w)=0.d0

Do dim=1,D
u_n(v,w)=u_n(v,w)+tu(dim,v,w)*u(dim,v,w)
ENDDO

DO s=1,b
tmp(v,w)=0.d0
DO dim=1,D
tmp(v,w)=tmp(v,w) + ¢_coord(s,dim)*u(dim,v,w)
ENDDO

fluid_eq(s,v,w)=rho(v,w)*masa(s)*(a_0+tmp(v,w)*a 1+&
tmp(v,w)*tmp(v,w)*a_2+gamma*u_n(v,w))
ENDDO

fluid_eq(0,v,w)=rho(v,w)*(r_O+gamma_0*u_n(v,w))

!Smagorinsky
q_mft(v,w)=0.

dor=1,b

dos=1,b
tmp(v,w)=0.
do dim=1,D

tmp(v,w)=tmp(v,w)+e_coord(r,dim)*e coord(s,dim)&
*(fluido(r,v,w)-fluid_eq(r,v,w))

enddo
q_mft(v,w)=q_mft(v,w)+tmp(v,w)*tmp(v,w)

enddo

enddo

tmp(v,w)=(sqrt(tau*tau+18*c_smago*c_smago*sqrt(q_mft(v,w))/rho(v,w))-tau)/6.
tmp(v,w)=3*(nu_0+tmp(v,w))+0.5

if(u_set(v,w)) tmp(v,w)=1.

do s=0,b
fluido(s,v,w)=fluido(s,v,w)+(fluid_eq(s,v,w)-fluido(s,v,w))/tmp(v,w)

enddo

Irebote
IF(mod(obs(v,w),2).EQ.1) then

tmpb(v,w)=fluido(1,v,w)
fluido(1,v,w)=fluido(5,v,w)
fluido(5,v,w)=tmpb(v,w)

tmpb(v,w)=fluido(2,v,w)
fluido(2,v,w)=fluido(6,v,w)
fluido(6,v,w)=tmpb(v,w)

tmpb(v,w)=fluido(3,v,w)
fluido(3,v,w)=fluido(7,v,w)
fluido(7,v,w)=tmpb(v,w)
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tmpb(v,w)=fluido(4,v,w)
fluido(4,v,w)=fluido(8,v,w)
fluido(8,v,w)=tmpb(v,w)

ENDIF
enddo
enddo

!$omp barrier

!fase de propagacion
inf=(i-1)*h+1

bufer(:,:,i)=fluido(:,:,inf)
bufer i(:,:,1)=fluido(:,:,nx-mod(nx+1-inf,nx))
bufer_d(:,:,i)=fluido(:,:,inf+1)

!$omp barrier

fluido(:,:,(i-1)*h+1)=bufer(:,:,i)
fluido(:,:,mod(i*h,nx)+1)=bufer(:,:,;mod(i,k)+1)

do w=(i-1)*h+2,i*h
do v=1,ny
fluido(5,v,w)=fluido(5,v,mod(w,nx)+1)
fluido(6,v,w)=fluido(6,mod(v,ny)+1,mod(w,nx)+1)
enddo
do v=ny,1,-1
fluido(4,v,w)=fluido(4,ny-mod(ny+1-v,ny),mod(w,nx)+1)
fluido(3,v,w)=fluido(3,ny-mod(ny+1-v,ny),w)
enddo
enddo

do w=i*h,(i-1)*h+2,-1
do v=1,ny
fluido(8,v,w)=fluido(8,mod(v,ny)+1,nx-mod(nx+1-w,nx))
fluido(7,v,w)=fluido(7,mod(v,ny)+1,w)
enddo
do v=ny,1,-1
fluido(2,v,w)=fluido(2,ny-mod(ny+1-v,ny),nx-mod(nx+1-w,nx))
fluido(1,v,w)=fluido(1,v,nx-mod(nx+1-w,nx))
enddo

enddo

lactualizacion columnas pivote
fluido(0,:,inf)=bufer(0,:,1)
do v=1,ny
fluido(5,v,inf)=bufer_d(5,v,i)

fluido(6,v,inf)=bufer_d(6,mod(v,ny)+1,i)
enddo
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do v=ny,1,-1

fluido(4,v,inf)=bufer d(4,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
fluido(3,v,inf)=bufer(3,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
enddo

do v=1,ny

fluido(8,v,inf)=bufer i(8,mod(v,ny)+1,i)
fluido(7,v,inf)=bufer(7,mod(v,ny)+1,i)
enddo

do v=ny,1,-1
fluido(2,v,inf)=bufer_i(2,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
fluido(1,v,inf)=bufer _i(1,v,i)

enddo

1$omp barrier
enddo

!$omp single
umedia=umedia/5000
DO ib=1,nx
DO jb=1,ny
WRITE(5432,'(214,2F10.2)") ib.jb,umedia(1,jb,ib),umedia(2,jb,ib)
ENDDO
ENDDO
!$omp end single
T T LT TR A AN

lautomata celular para los sedimentos
T T

DO i_step=1,nstep

1$omp single
part(:,ny,:)=0
part(:,:,nx)=0
part_d=0

!$omp end single

lerosion y transporte

do w=(i-1)*h+1,i*h
do v=1,ny
! velocidad de las particulas
utot(1,v,w)=u(l,v,w)
utot(2,v,w)=u(2,v,w)
if (IBITS(obs(v,w),0,1).EQ.1) then !velocidad nula dentro del solido
utot(1,v,w)=0.
utot(2,v,w)=0.
endif
Iprobabilidad de distribucion de las particulas
prob(0,v,w)=(1-abs(utot(1,v,w)))*(1-abs(utot(2,v,w)))
prob(1,v,w)=abs(utot(1,v,w))*abs(utot(2,v,w))
prob(2,v,w)=abs(utot(2,v,w))*(1-abs(utot(1,v,w)))
prob(3,v,w)=abs(utot(1,v,w))*(1-abs(utot(2,v,w)))

dos=1,b
part(0,v,w)=part(0,v,w)+part(s,v,w)
part(s,v,w)=0

enddo
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e=0
limite aux(v,w)=limite
do while (limite_aux(v,w).GE.30)
call Random_number(norm01(v,w))
part_d(e,v,w)=int(norm01(v,w)*sqrt(real(limite _aux(v,w))*prob(0,v,w)&
*(1-prob(0,v,w)))+real(limite_aux(v,w))*prob(0,v,w)+0.5)
limite_aux(v,w)=limite_aux(v,w)-part_d(e,v,w)
e=e+1
enddo
If (limite_aux(v,w).Gt.0) then
do s=1,limite_aux(v,w)
call Random_number(norm01(v,w))
If (norm01(v,w).Le.prob(0,v,w)) then
part_d(0,v,w)=part_d(0,v,w)+1
else if (norm01(v,w).Le.prob(0,v,w)+prob(1,v,w)) then
part_d(1,v,w)=part_d(1,v,w)+1
else if (norm01(v,w).Le.prob(0,v,w)+prob(1,v,w)+prob(2,v,w)) then
part_d(2,v,w)=part_d(2,v,w)+1
else
part_d(3,v,w)=part_d(3,v,w)+1
endif
enddo
endif

!distribucion de las particulas en funcion de las componentes de utot

part(0,v,w)=part_d(0,v,w)

if((utot(1,v,w).ge.0).and.(utot(2,v,w).ge.0)) then
part(1,v,w)=part_d(3,v,w)
part(2,v,w)=part_d(1,v,w)
part(3,v,w)=part_d(2,v,w)

endif

if((utot(1,v,w).le.0).and.(utot(2,v,w).ge.0)) then
part(5,v,w)=part_d(3,v,w)
part(4,v,w)=part_d(1,v,w)
part(3,v,w)=part_d(2,v,w)

endif

if((utot(1,v,w).ge.0).and.(utot(2,v,w).le.0)) then
part(1,v,w)=part_d(3,v,w)
part(8,v,w)=part_d(1,v,w)
part(7,v,w)=part_d(2,v,w)

endif

if((utot(1,v,w).le.0).and.(utot(2,v,w).le.0)) then
part(5,v,w)=part_d(3,v,w)
part(6,v,w)=part_d(1,v,w)
part(7,v,w)=part_d(2,v,w)

endif

enddo
enddo
!$omp barrier

Iconsideracion de obstaculos

do w=(i-1)*h+1,i*h
do v=1,ny
do s=1,b
if(ibits(obs(v,w),s,1).EQ.1) then
part(0,v,w)=part(0,v,w)+part(s,v,w)
part(s,v,w)=0
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endif
enddo

antes(v,w)=0
do s=0,b
antes(v,w)=antes(v,w)+part(s,v,w)
enddo
enddo
enddo
lend deposition rule
1$omp barrier

Ipropagacion de las particulas de sedimentos
inf=(i-1)*h+1

bufer part(:,:,i)=part(:,:,inf)

bufer part_i(:,:,i)=part(:,:,nx-mod(nx+1-inf,nx))
bufer part d(:,:,i)=part(:,:,inf+1)

!$omp barrier

part(:,:,(i-1)*h+1)=bufer_part(:,:,i)
part(:,:,mod(i*h,nx)+1)=bufer part(:,;,mod(i,k)+1)

do w=(i-1)*h+2,i*h

do v=1,ny

part(5,v,w)=part(5,v,mod(w,nx)+1)
part(6,v,w)=part(6,mod(v,ny)+1,mod(w,nx)+1)
enddo

do v=ny,1,-1
part(4,v,w)=part(4,ny-mod(ny+1-v,ny),mod(w,nx)+1)
part(3,v,w)=part(3,ny-mod(ny+1-v,ny),w)

enddo

enddo

do w=i*h,(i-1)*h+2,-1
do v=1,ny
part(8,v,w)=part(8,mod(v,ny)+1,nx-mod(nx+1-w,nx))
part(7,v,w)=part(7,mod(v,ny)+1,w)
enddo

do v=ny,1,-1
part(2,v,w)=part(2,ny-mod(ny+1-v,ny),nx-mod(nx-+1-w,nx))
part(1,v,w)=part(1,v,nx-mod(nx+1-w,nx))
enddo

enddo

Icolumnas pivote
part(0,:,inf)=bufer_part(0,:,1)

do v=1,ny

part(5,v,inf)=bufer part_d(5,v,i)
part(6,v,inf)=bufer part d(6,mod(v,ny)+1,i)
enddo

do v=ny,1,-1

part(4,v,inf)=bufer part d(4,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
part(3,v,inf)=bufer part(3,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
enddo
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do v=1,ny

part(8,v,inf)=bufer part i(8,mod(v,ny)+1,1)
part(7,v,inf)=bufer part(7,mod(v,ny)+1,i)
enddo

do v=ny,1,-1

part(2,v,inf)=bufer part i(2,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
part(1,v,inf)=bufer part i(1,v,i)

enddo

!$omp barrier

literacion BGK para el fluido

!$omp single
1u=0.d0
lumedia=0.0
u_set=.false.
u_set(:,1)=TRUE.
u(1,:,1)=u_entry
u(2,:,1)=0.

where (IBITS(obs,0,1).EQ.1)
u_set=."TRUE.
u(1,:,:)=0.
u(2,:,:)=0.
ENDWHERE
!$omp end single

do w=(i-1)*h+1,i*h
do v=1,ny

rho(v,w)=0.d0

DO s=0,b
rho(v,w)=rho(v,w)+fluido(s,v,w)

ENDDO

DO dim=1,D
If (NOT.u_set(v,w)) u(dim,v,w)=0.d0
DO s=1,b
IF (NOT.u_set(v,w)) u(dim,v,w)=u(dim,v,w)+e_coord(s,dim)*fluido(s,v,w)
ENDDO

IF ((tho(v,w).NE.0.d0).AND.(.NOT.u_set(v,w))) u(dim,v,w)=u(dim,v,w)/rtho(v,w)
ENDDO

do s=0,b
fluid_eq(s,v,w)=0.d0
enddo

u_n(v,w)=0.d0

Do dim=1,D
u_n(v,w)=u_n(v,w)+u(dim,v,w)*u(dim,v,w)

ENDDO

DO s=1,b
tmp(v,w)=0.d0
DO dim=1,D
tmp(v,w)=tmp(v,w) + ¢_coord(s,dim)*u(dim,v,w)
ENDDO
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fluid_eq(s,v,w)=rho(v,w)*masa(s)*(a_0+tmp(v,w)*a 1+&
tmp(v,w)*tmp(v,w)*a_2+gamma*u n(v,w))
ENDDO

fluid eq(0,v,w)=rho(v,w)*(r_O+gamma 0*u n(v,w))

! Smagorinsky
q_mft(v,w)=0.

dor=1,b

dos=1,b
tmp(v,w)=0.
do dim=1,D

tmp(v,w)=tmp(v,w)+e_coord(r,dim)*ec_coord(s,dim)&
*(fluido(r,v,w)-fluid_eq(r,v,w))

enddo
q_mft(v,w)=q mft(v,w)+tmp(v,w)*tmp(v,w)

enddo

enddo

tmp(v,w)=(sqrt(tau*tau+18*c_smago*c_smago*sqrt(q mft(v,w))/rho(v,w))-tau)/6.
tmp(v,w)=3*(nu_0-+tmp(v,w))+0.5

if(u_set(v,w)) tmp(v,w)=1.

do s=0,b

fluido(s,v,w)=fluido(s,v,w)+(fluid_eq(s,v,w)-fluido(s,v,w))/tmp(v,w)
enddo

Irebote

IF(mod(obs(v,w),2).EQ.1) then
tmpb(v,w)=fluido(1,v,w)
fluido(1,v,w)=fluido(5,v,w)
fluido(5,v,w)=tmpb(v,w)
tmpb(v,w)=fluido(2,v,w)
fluido(2,v,w)=fluido(6,v,w)
fluido(6,v,w)=tmpb(v,w)
tmpb(v,w)=fluido(3,v,w)
fluido(3,v,w)=fluido(7,v,w)
fluido(7,v,w)=tmpb(v,w)
tmpb(v,w)=fluido(4,v,w)
fluido(4,v,w)=fluido(8,v,w)
fluido(8,v,w)=tmpb(v,w)

ENDIF
enddo

enddo
!$omp barrier
Ifase de propagacion

inf=(i-1)*h+1
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bufer(:,:,i)=fluido(:,:,inf)
bufer i(:,:,1)=fluido(:,:,nx-mod(nx+1-inf,nx))
bufer d(:,:,i)=fluido(:,:,inf+1)

!$omp barrier

fluido(:,:,(i-1)*h+1)=bufer(:,:,i)
fluido(:,:,mod(i*h,nx)+1)=bufer(:,:,;mod(i,k)+1)

do w=(i-1)*h+2,i*h
do v=1,ny
fluido(5,v,w)=fluido(5,v,mod(w,nx)+1)
fluido(6,v,w)=fluido(6,mod(v,ny)+1,mod(w,nx)+1)
enddo
do v=ny,1,-1
fluido(4,v,w)=fluido(4,ny-mod(ny+1-v,ny),mod(w,nx)+1)
fluido(3,v,w)=fluido(3,ny-mod(ny+1-v,ny),w)
enddo
enddo

do w=i*h,(i-1)*h+2,-1

do v=1,ny
fluido(8,v,w)=fluido(8,mod(v,ny)+1,nx-mod(nx+1-w,nx))
fluido(7,v,w)=fluido(7,mod(v,ny)+1,w)

enddo

do v=ny,1,-1

fluido(2,v,w)=fluido(2,ny-mod(ny+1-v,ny),nx-mod(nx+1-w,nx))

fluido(1,v,w)=fluido(1,v,nx-mod(nx+1-w,nx))
enddo
enddo

Icolumnas pivote
fluido(0,:,inf)=bufer(0,:,i)

do v=1,ny

fluido(5,v,inf)=bufer_d(5,v,i)
fluido(6,v,inf)=bufer d(6,mod(v,ny)+1,i)
enddo

do v=ny,1,-1
fluido(4,v,inf)=bufer_d(4,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
fluido(3,v,inf)=bufer(3,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
enddo

do v=1,ny

fluido(8,v,inf)=bufer i(8,mod(v,ny)+1,i)
fluido(7,v,inf)=bufer(7,mod(v,ny)+1,i)
enddo

do v=ny,1,-1
fluido(2,v,inf)=bufer i(2,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
fluido(1,v,inf)=bufer i(1,v,i)

enddo

!$omp barrier

!$omp single
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lescritura de resultados
a=a+l

despues=0

do ib=1,nx

do jb=1,ny

do s=0,b

despues(jb,ib)=despues(jb,ib)+part(s,jb,ib)

enddo

enddo

enddo

zinc=zinc+despues-antes
zaux=zaux-+despues-antes
zcontrol=zaux-zinic

If (mod(a,250).eq.0) then
zinc_aux=int(zinc*1./a)
DO ib=1,nx

DO jb=1,ny

WRITE(a+100,(214,120Y") ib,jb,zaux(jb,ib)

WRITE(a+1000,'(214,120,120)") ib,jb,zcontrol(jb,ib),zinc_aux(jb,ib)
WRITE(a+10000,'(214,2F10.2)") ib,jb,u(1,jb,ib),u(2,jb,ib)

ENDDO
ENDDO
ENDIF

!$omp end single
ENDDO
!$omp end parallel

CONTAINS

SUBROUTINE fluido_inicio(fluid)
lvalores iniciales para el fluido
IMPLICIT NONE

REAL:: fluid(:,:,:)

fluid=0.
CALL RANDOM_NUMBER (fluid)
fluid=0.5*(1+0.02*(fluid-0.5))

END SUBROUTINE fluido_inicio

SUBROUTINE solido_stream(solid,nx,ny)
IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER:: b=8,D=2
INTEGER :: nx,ny
INTEGER solid(ny,nx)

CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,-1,1),FROMPOS=2,LEN=3,TO=solid, TOPOS=2)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,1),FROMPOS=6,LEN=3,TO=solid, TOPOS=6)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,-1,2), FROMPOS=4,LEN=3,TO=solid, TOPOS=4)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,2),FROMPOS=1,LEN=2,TO=solid, TOPOS=1)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,2),FROMPOS=8,LEN=1,TO=solid, TOPOS=8)

END SUBROUTINE solido_stream

285




ANEXO V: CODIFICACION DEL MODELO BGK-AC

SUBROUTINE obs_cil(solid,nx,ny)
IMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER:: b=8,D=2
INTEGER :: nx,ny

INTEGER :: solid(ny,nx)

INTEGER j,jj,k,x,y,xaux,yaux
REAL i,ccl,psil,cc2,psi2

solid=0

psil=0.5*Log((15.+8.)/(15-8.))
cc1=SQRT(15.%%2-8.#%2)

psi2=0.5*Log((15.+8)/(15.-8))
cc2=SQRT(15.%%2-8%*2)

do i=0,psil,0.005

do k=1,96
x=int(cc1*cosh(i)*cos(k*3.1416/48))
y=int(cc1*sinh(i)*sin(k*3.1416/48))
xaux=125+int(x*cos(1.66)-y*sin(1.66))
yaux=60-+int(x*sin(1.66)+y*cos(1.66))
solid(yaux,xaux)=2**(b+1)-1

enddo

enddo

do i=0,psil,0.005
do k=1,96
x=int(cc1*cosh(i)*cos(k*3.1416/48))
y=int(cc1*sinh(i)*sin(k*3.1416/48))
xaux=190+int(x*cos(2.35)-y*sin(2.35))
yaux=40+int(x*sin(2.35)+y*cos(2.35))
solid(yaux,xaux)=2**(b+1)-1
enddo
enddo

do i=0,psi2,0.005

do k=1,96
x=int(cc2*cosh(i)*cos(k*3.1416/48))
y=int(cc2*sinh(i)*sin(k*3.1416/48))
xaux=200~+int(x*cos(2.35)-y*sin(2.35))
yaux=175+int(x*sin(2.35)+y*cos(2.35))
solid(yaux,xaux)=2**(b+1)-1

enddo

enddo

Icirculos

do i=0,10,0.25

do k=1,96
x=50+int(i*cos(k*3.1416/48))
y=25+int(i*sin(k*3.1416/48))
solid(y,x)=2**(b+1)-1

enddo

enddo

do i=0,10,0.25

do k=1,96
x=55+int(i*cos(k*3.1416/48))
y=100+int(i*sin(k*3.1416/48))
solid(y,x)=2**(b+1)-1
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enddo
enddo

do i=0,10,0.25

do k=1,96
x=60+int(i*cos(k*3.1416/48))
y=175+int(i*sin(k*3.1416/48))
solid(y,x)=2**(b+1)-1

enddo

enddo

do i=0,10,0.25
do k=1,96
x=130+int(i*cos(k*3.1416/48))
y=160+int(i*sin(k*3.1416/48))
solid(y,x)=2**(b+1)-1
enddo
enddo

do i=0,10,0.25

do k=1,96
x=200-+int(i*cos(k*3.1416/48))
y=100+int(i*sin(k*3.1416/48))
solid(y,x)=2**(b+1)-1

enddo

enddo

do i=0,10,0.25

do k=1,96
x=250+int(i*cos(k*3.1416/48))
y=60+int(i*sin(k*3.1416/48))
solid(y,x)=2**(b+1)-1

enddo

enddo

do i=0,10,0.25
do k=1,96
x=265+int(i*cos(k*3.1416/48))
y=130+int(i*sin(k*3.1416/48))
solid(y,x)=2**(b+1)-1
enddo
enddo

do i=0,10,0.25

do k=1,96
x=325+int(i*cos(k*3.1416/48))
y=25+int(i*sin(k*3.1416/48))
solid(y,x)=2**(b+1)-1

enddo

enddo

do i=0,10,0.25

do k=1,96
x=325+int(i*cos(k*3.1416/48))
y=100+int(i*sin(k*3.1416/48))
solid(y,x)=2**(b+1)-1

enddo

enddo
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do i=0,10,0.25

do k=1,96
x=325+int(i*cos(k*3.1416/48))
y=175+int(i*sin(k*3.1416/48))
solid(y,x)=2**(b+1)-1

enddo

enddo

END SUBROUTINE obs_cil

END PROGRAM BGK-AC
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Anexo VI

Codificacion del Modelo BGK en tres dimensiones

PROGRAM BGK3D
'malla D3Q19
IMPLICIT NONE 17 14 15
INTEGER,PARAMETER::nx=64,ny=64,nz=32 18
INTEGER,PARAMETER:: b=18,D=3 k=8 4
REAL,PARAMETER:: a 0=1..a_l=1.,a 2=3.,a 3=9./2..a 4=-3./2. 3 !
REAL,PARAMETER::t1=1/18. 6
INTEGER,PARAMETER:: nstep=2501 12 1 fo
REAL,PARAMETER::u_entry=0.1,tau=0.50001 9
REAL:: ¢_smago,nu_0,q mft(nz,ny,nx),u n(nz,ny,nx) 13
INTEGER:: obs(nz,ny,nx),obs_aux(nz,ny,nx),solid aux(nz,ny,nx)

REAL :: fluido(0:b,nz,ny,nx),u(D,nz,ny,nx),umedia(D,nz,ny,nx),rho(nz,ny,nx),&

fluid_eq(0:b,nz,ny,nx)

Logical:: u_set(nz,ny,nx)

INTEGER::i_step,ib,jb,kb,jb_aux

REAL e _coord(b,D),masa(0:b)

DATA e _coord /1,1,0,-1,-1,-1,0,1,0,1,0,-1,0,0,1,0,-1,0,&
0,1,1,1,0,-1,-1,-1,0,0,1,0,-1,0,0,1,0,-1,&
0,0,0,0,0,0,0,0,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,1/

DATA masa /6,1,0.5,1,0.5,1,0.5,1,0.5,1,0.5,0.5,0.5,0.5,1,0.5,0.5,0.5,0.5/

REAL:: tmp(nz,ny,nx),tmpb

INTEGER::s,r,dim,i,h,vv,v,w,id,inf,a

REAL::bufer(0:b,nz,ny,1:k),bufer _d(0:b,nz,ny,1:k),bufer i(0:b,nz,ny,1:k)

a=0

¢ _smago=0.15

h=nx/k

CALL omp_set num_threads(k)

fluido=0.d0

CALL fluido_inicio(fluido)
u=0.d0

obs=0

solid _aux=0

CALL obs_cil(obs,nz,nx,ny)

solid_aux=obs
Where (solid_aux.NE.0) solid aux=1

CALL solido_stream(obs,nz,nx,ny)

! flujo en sentido positivo de las X y paralelo al plano XY
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u_set=.false.
u_set(:,:;,1)=.TRUE.
u(l1,:,;,1)=u_entry
u(2,:,:,1)=0.
u(3,:,:,1)=0.

WHERE (IBITS(obs,0,1).EQ.1) 'u=0 dentro del solido
u_set="TRUE.
u(l,:,:,:)=0.
u(2,:,:,:)=0.
u(3,:,:,:)=0.
ENDWHERE

umedia=0.d0
tmpb=0.0

!$omp parallel default(shared) private(id,i,vv,w,v,i_step,inf,tmp,tmpb,nu_0)
id=omp_get thread num()
i=id+1

DO i_step=l,nstep
Icalcula rho = densidad

do w=(i-1)*h+1,i*h
do v=1,ny
do vv=1,nz

rho(vv,v,w)=0.d0

DO s=0,b
rho(vv,v,w)=rho(vv,v,w)+fluido(s,vv,v,w)

ENDDO

Icalcula u = velocidad

DO dim=1,D
If (NOT.u_set(vv,v,w)) u(dim,vv,v,w)=0.d0
DO s=1,b
IF (NOT.u_set(vv,v,w)) u(dim,vv,v,w)=u(dim,vv,v,w)+e_coord(s,dim)*fluido(s,vv,v,w)
ENDDO
IF ((tho(vv,v,w).NE.0.d0).AND.(.NOT.u_set(vv,v,w)))&
u(dim,vv,v,w)=u(dim,vv,v,w)/rho(vv,v,w)
umedia(dim,vv,v,w)=umedia(dim,vv,v,w)+u(dim,vv,v,w)
ENDDO

!fase de colision

do s=0,b
fluid_eq(s,vv,v,w)=0.d0
enddo

u_n(vv,v,w)=0.d0
Do dim=1,D
u_n(vv,v,w)=u_n(vv,v,w)tu(dim,vv,v,w)*u(dim,vv,v,w)
ENDDO

DO s=1,b
tmp(vv,v,w)=0.d0
DO dim=1,D
tmp(vv,v,w)=tmp(vv,v,w) + ¢_coord(s,dim)*u(dim,vv,v,w)
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ENDDO

fluid_eq(s,vv,v,w)=rho(vv,v,w)*masa(s)*t1*(a_l+tmp(vv,v,w)*a 2+&
tmp(vv,v,w)*tmp(vv,v,w)*a 3+a 4*u n(vv,v,w))
ENDDO

! particula en reposo
fluid_eq(0,vv,v,w)=rho(vv,v,w)*masa(0)*t1*(a_0+a_4*u_n(vv,v,w))

! turbulencia Smagorinski

nu_0=(2.*tau-1.)/6.
q_mft(vv,v,w)=0.
dor=1,b
dos=1,b
tmp(vv,v,w)=0.
do dim=1,D
tmp(vv,v,w)=tmp(vv,v,w)+e_coord(r,dim)*e_coord(s,dim)*(fluido(r,vv,v,w)&
fluid_eq(r,vv,v,w))
enddo
q_mft(vv,v,w)=q_mft(vv,v,w)+tmp(vv,v,w)*tmp(vv,v,w)
enddo
enddo

tmp(vv,v,w)=(sqrt(tau*tau+18*c_smago*c smago*sqrt(q_mft(vv,v,w))/rtho(vv,v,w))-tau)/6.
tmp(vv,v,w)=3*(nu_0+tmp(vv,v,w))+0.5

if(u_set(vv,v,w)) tmp(vv,v,w)=1.

do s=0,b
fluido(s,vv,v,w)=fluido(s,vv,v,w)+(fluid_eq(s,vv,v,w)-fluido(s,vv,v,w))/tmp(vv,v,w)

enddo

Icalucula rebote
IF(mod(obs(vv,v,w),2).EQ.1) then

tmpb=fluido(1,vv,v,w)
fluido(1,vv,v,w)=fluido(5,vv,v,w)
fluido(5,vv,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(2,vv,v,w)
fluido(2,vv,v,w)=fluido(6,vv,v,w)
fluido(6,vv,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(3,vv,v,w)
fluido(3,vv,v,w)=fluido(7,vv,v,w)
fluido(7,vv,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(4,vv,v,w)
fluido(4,vv,v,w)=fluido(8,vv,v,w)
fluido(8,vv,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(9,vv,v,w)
fluido(9,vv,v,w)=fluido(14,vv,v,w)
fluido(14,vv,v,w)=tmpb
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tmpb=fluido(10,vv,v,w)
fluido(10,vv,v,w)=fluido(17,vv,v,w)
fluido(17,vv,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(11,vv,v,w)
fluido(11,vv,v,w)=fluido(18,vv,v,w)
fluido(18,vv,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(12,vv,v,w)
fluido(12,vv,v,w)=fluido(15,vv,v,w)
fluido(15,vv,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(13,vv,v,w)
fluido(13,vv,v,w)=fluido(16,vv,v,w)
fluido(16,vv,v,w)=tmpb

ENDIF
enddo

Isuperficie libre para vv=nz-1
tmpb=fluido(1,nz-1,v,w)
fluido(1,nz-1,v,w)=fluido(5,nz-1,v,w)
fluido(5,nz-1,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(2,nz-1,v,w)
fluido(2,nz-1,v,w)=fluido(8,nz-1,v,w)
fluido(8,nz-1,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(3,nz-1,v,w)
fluido(3,nz-1,v,w)=fluido(7,nz-1,v,w)
fluido(7,nz-1,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(4,nz-1,v,w)
fluido(4,nz-1,v,w)=fluido(6,nz-1,v,w)
fluido(6,nz-1,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(9,nz-1,v,w)
fluido(9,nz-1,v,w)=fluido(14,nz-1,v,w)
fluido(14,nz-1,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(10,nz-1,v,w)
fluido(10,nz-1,v,w)=fluido(15,nz-1,v,w)
fluido(15,nz-1,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(11,nz-1,v,w)
fluido(11,nz-1,v,w)=fluido(16,nz-1,v,w)
fluido(16,nz-1,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(12,nz-1,v,w)
fluido(12,nz-1,v,w)=fluido(17,nz-1,v,w)
fluido(17,nz-1,v,w)=tmpb

tmpb=fluido(13,nz-1,v,w)
fluido(13,nz-1,v,w)=fluido(18,nz-1,v,w)
fluido(18,nz-1,v,w)=tmpb

enddo

enddo

292




ANEXO VI: CODIFICACION DEL MODELO BGK EN TRES DIMENSIONES

!$omp barrier
!fase de propagacion
inf=(i-1)*h+1

bufer(:,:,:,1)=fluido(:,:,:,inf)
bufer i(:,:,:,i)=fluido(:,:,:,nx-mod(nx+1-inf,nx))
bufer d(:,:,:i)=fluido(:,:,:,inf+1)

1$omp barrier

fluido(:,:,:,(i-1)*h+1)=bufer(:,:,:,i)
fluido(:,:,:,;mod(i*h,nx)+1)=bufer(:,:,:,mod(i,k)+1)

do w=(i-1)*h+2,i*h

do v=1,ny
do vv=1,nz
fluido(5,vv,v,w)=fluido(5,vv,v,mod(w,nx)+1)
fluido(6,vv,v,w)=fluido(6,vv,mod(v,ny)+1,mod(w,nx)+1)
fluido(12,vv,v,w)=fluido(12,mod(vv,nz)+1,v,mod(w,nx)+1)
fluido(13,vv,v,w)=fluido(13,mod(vv,nz)+1,mod(v,ny)+1,w)
enddo
do vv=nz,1,-1
fluido(17,vv,v,w)=fluido(17,nz-mod(nz+1-vv,nz),v,mod(w,nx)+1)
fluido(18,vv,v,w)=fluido(18,nz-mod(nz+1-vv,nz),mod(v,ny)+1,w)

enddo

enddo

do v=ny,1,-1
do vv=1,nz
fluido(4,vv,v,w)=fluido(4,vv,ny-mod(ny-+1-v,ny),mod(w,nx)+1)
fluido(3,vv,v,w)=fluido(3,vv,ny-mod(ny+1-v,ny),w)
fluido(11,vv,v,w)=fluido(11,mod(vv,nz)+1,ny-mod(ny+1-v,ny),w)
enddo
do vv=nz,1,-1
fluido(16,vv,v,w)=fluido(16,nz-mod(nz+1-vv,nz),ny-mod(ny-+1-v,ny),w)
enddo
enddo
enddo

do w=i*h,(i-1)*h+2,-1
do v=1,ny
do vv=1,nz
fluido(8,vv,v,w)=fluido(8,vv,mod(v,ny)+1,nx-mod(nx+1-w,nx))
fluido(7,vv,v,w)=fluido(7,vv,mod(v,ny)+1,w)
fluido(10,vv,v,w)=fluido(10,mod(vv,nz)+1,v,nx-mod(nx+1-w,nx))
fluido(9,vv,v,w)=fluido(9,mod(vv,nz)+1,v,w)
enddo
do vv=nz,1,-1
fluido(15,vv,v,w)=fluido(15,nz-mod(nz+1-vv,nz),v,nx-mod(nx+1-w,nx))
fluido(14,vv,v,w)=fluido(14,nz-mod(nz+1-vv,nz),v,w)

enddo
enddo

do v=ny,1,-1
do vv=1,nz

fluido(2,vv,v,w)=fluido(2,vv,ny-mod(ny+1-v,ny),nx-mod(nx-+1-w,nx))
fluido(1,vv,v,w)=fluido(1,vv,v,nx-mod(nx-+1-w,nx))
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enddo
enddo

enddo
lactualiza las columnas pivote
fluido(0,:,:,inf)=bufer(0,:,:,1)

do v=1,ny
do vv=1,nz
fluido(5,vv,v,w)=bufer d(5,vv,v,i)
fluido(6,vv,v,w)=bufer d(6,vv,mod(v,ny)+1,i)
fluido(12,vv,v,w)=bufer_d(12,mod(vv,nz)+1,v,i)
fluido(13,vv,v,w)=bufer(13,mod(vv,nz)+1,mod(v,ny)+1,i)
fluido(8,vv,v,w)=bufer i(8,vv,mod(v,ny)+1,i)
fluido(7,vv,v,w)=bufer(7,vv,mod(v,ny)+1,i)
fluido(10,vv,v,w)=bufer_i(10,mod(vv,nz)+1,v,i)
fluido(9,vv,v,w)=bufer(9,mod(vv,nz)+1,v,i)
enddo
do vv=nz,1,-1
fluido(17,vv,v,w)=bufer_d(17,nz-mod(nz+1-vv,nz),v,i)
fluido(18,vv,v,w)=bufer(18,nz-mod(nz+1-vv,nz),mod(v,ny)+1,i)
fluido(15,vv,v,w)=bufer_i(15,nz-mod(nz+1-vv,nz),v,i)
fluido(14,vv,v,w)=bufer(14,nz-mod(nz+1-vv,nz),v,i)

enddo

enddo

do v=ny,1,-1
do vv=1,nz
fluido(4,vv,v,w)=bufer d(4,vv,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
fluido(3,vv,v,w)=bufer(3,vv,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
fluido(11,vv,v,w)=bufer(11,mod(vv,nz)+1,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
fluido(2,vv,v,w)=bufer i(2,vv,ny-mod(ny+1-v,ny),i)
fluido(1,vv,v,w)=bufer i(1,vv,v,i)
enddo
do vv=nz,1,-1
fluido(16,vv,v,w)=bufer(16,nz-mod(nz+1-vv,nz),ny-mod(ny+1-v,ny),i)
enddo

enddo

!$omp barrier
!$omp single
a=a+l

If ((a.EQ.2500).0r.(a.EQ.5000)) then
umedia=umedia/a
DO kb=1,nz
DO jb=1,ny
DO ib=1,nx
WRITE(a,'(313,3F10.2,12)") ib,jb,kb,u(1,kb,jb,ib),u(2,kb,jb,ib),u(3,kb,jb,ib),solid_aux(kb,jb,ib)
WRITE(a+10,'(313,3F10.2,12)) &
ib,jb,kb,umedia(1,kb,jb,ib),umedia(2,kb,jb,ib),umedia(3,kb,jb,ib),solid aux(kb,jb,ib)
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENDIF
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!$omp end single
ENDDO

!$omp end parallel

CONTAINS

SUBROUTINE fluido_inicio(fluid)
! situacion inicial del fluido

IMPLICIT NONE
REAL:: fluid(:,:,:,:)
fluid=0.

CALL RANDOM NUMBER (fluid)
fluid=0.5*(1+0.02*(fluid-0.5))

END SUBROUTINE fluido_inicio

SUBROUTINE solido_stream(solid,nz,nx,ny)
IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER:: b=18,D=3
INTEGER :: nx,ny,nz
INTEGER solid(nz,ny,nx)

CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,-1,2), FROMPOS=2,LEN=3,TO=s0lid, TOPOS=2)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,2),FROMPOS=6,L EN=3,TO=solid, TOPOS=6)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,-1,3),FROMPOS=4,LEN=3,TO=solid, TOPOS=4)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,3),FROMPOS=1,LEN=2,TO=solid, TOPOS=1)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,3),FROMPOS=8,LEN=1,TO=solid, TOPOS=8)

CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,1),FROMPOS=9,LEN=5,TO=so0lid, TOPOS=9)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,-1,1),FROMPOS=14,LEN=5,TO=so0lid, TOPOS=14)

CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,3),FROMPOS=10,LEN=1,TO=solid, TOPOS=10)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,-1,2), FROMPOS=11,LEN=1,TO=s0lid, TOPOS=11)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,-1,3),FROMPOS=12,LEN=1,TO=so0lid, TOPOS=12)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,2),FROMPOS=13,LEN=1,TO=solid, TOPOS=13)

CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,3),FROMPOS=15,LEN=1,TO=solid, TOPOS=15)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,-1,2), FROMPOS=16,LEN=1,TO=so0lid, TOPOS=16)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,-1,3), FROMPOS=17,LEN=1,TO=so0lid, TOPOS=17)
CALL MVBITS(FROM=CSHIFT(solid,1,2),FROMPOS=18,LEN=1,TO=solid, TOPOS=18)

END SUBROUTINE solido_stream
SUBROUTINE obs_cil(solid,nz,nx,ny)

IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER:: b=18,D=2
INTEGER,PARAMETER:: a=24,c=32
INTEGER,PARAMETER:: =8
INTEGER:: nx,ny,nz

INTEGER :: solid(nz,ny,nx)
INTEGER 1i,j,x,y,k

solid=0
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ANEXO VI: CODIFICACION DEL MODELO BGK EN TRES DIMENSIONES

do i=0,r
do k=1,96
x=a+int(i*cos(k*3.1416/48))
y=c+int(i*sin(k*3.1416/48))
solid(1:nz,y,x)=2**(b+1)-1
enddo
enddo

solid(1,:,:)=2**(b+1)-1

END SUBROUTINE obs_cil

END PROGRAM BGK3D
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