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I. INTRODUCCION

Venimos observando desde hace unos afios que en algunos textos
de Bachillerato se nota la integral de una funcidn sin hacer uso del
simbolo dx,aunque,posterlormente,en el desarrollo de la teoria,por re -
gla general se vuelve a la notacidn tradlclonal Puede verse ‘esto mismo
en diferentes textos de Andlisis Matemdtico.

Para nlveles de ensefianza superior,donde el estudiante. estd
en disposicidn de comprender ¥y manejar el concepto de funeidn diferen -
ciable,no nos parece tan trascendente la guestion;incluso la considera-
mos despreciable.'Pero no asi en las eénsefanzas medias,

Desde la perspectlva de’ estas nos hemos situado y,movidos fun
damentalmente por intereses de tipo didéctico,la cuestidn planteada nos
ha llevado a una serie de preguntas y reflexiones.

La tesis de este articulo es ;mantener que en las condiciones
del actual Bachillerato y de quienes en su mayoria lo realizan,es més
diddcticamente adecuado suprimir en toda la teorfa de la integracidn el
51mbolo dx en la notacidn de la 1ntegral Y argumentamos las siguientes

razones dldactlcas :

a) Sobre el concepto de funcién‘diférencial:
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Haber constatado que la gran mayoria de los alumnos acaban
sus estudios medios sin una idea medianamente seria del significado de
dx, Si bien es verdad Que en el programa de 3% de B.U,P, viene incluido
el concepto de funcién diferencial,este supone un serio obstéculo de
comprensidn en la edad en que se realizan estos estudios,ademésAde una
nada despreciable cantidad de tiempo destinado no sdlo al desarrollo
del tema,sino también a la preparacién del terreno, En definitiva,todo
lo que implicaria el manejo de funciones de mAs de una variable real.

Por otro lado,no incluirlo en la programacién -lo que seria
posible,ante lo extenso del cuestionario y la urgencia de otros temas-
significar{a en la prdctica renunciar al intento de hacer comprensible
de manera no difusa el simbolo de que tratamos.

Entendemos que en el Bachillerato no se debe sobrepasar el eg
tudio de las funciones de variable real y,en concreto,de las racionales,
logar{tmicas,exponenciales y trigonométriﬁas‘de expresidn y uso féecil.
Sabemos que el concepto de funecidn diferenciable cobra verdadero inte -
rés para funciones de mAs de una variable real, Planteadas as{ las co -
sas,quedarfia justificada su exclusién del B,U.P,

éMinusvaloramos la idea de'dilenencial ? Todos estamos de
acuerdo en que es més trascendente que la de derivada. Pero esta afir -
macidén es,digamos,técnica; y no olvidemos que plgnteamos el asunto.como
una cuestidén didéctica,

Dénde: alojar un concépto,cuya primera aproximacidén al mismo
serfa de desear realizara el alumno antes de acudir a una Facultad de
Ciencias? Pues,precisamente,en el curso que lo prepara para ello. Un tg
ma sobre funciones de dos y tres variables podria ser incluido en la

programacidn de C.0.U,; y ello,sin un excesivo rigor.

b) Sobre el problema del cédlculo de primitivas:
La mayor dificultad radica en el método de integracién por
cambio de variable. En este caso,entendemos que el alumno no es cons - -

ciente de que estd utilizando un teorema que relaciona la derivacidn

54




compuesta y el concepto de primitiva, Simplemente util;za un mecanismo
que ha aprendido por reiteracidn. No Pretendemos que todos nuestros
alumnos comprendan el teorema del cambio de variable,pero sf qﬁe lo co-
nozcan y sepan aplicarlo;lo que,desde nuestro punto de vista,es de un
valor diddetico Superior al del simple conocimiento de una mecédnica de

resolucidn,

II. EL PROBLEMA DEL GAMBIO DE VARIABLE

El problema del cambio de variable se plantea formalmente asf:

Supongamos que deseamos calcular f ffx) dx Y que es de diff-
cil obtencidn, siendo sin embargo fdcil de calcular

F£Cal2) )0 go(t) ae - gri) + £ , donde grt) = x

Entonces ' )

J £x) de = Ftx) + K, siendo 7/x) = Qf‘g“(x)‘)y g%(x) la fun

eién reefproca de gft),

T £ alt) ). gre) az
A continuacidn, se le pide que calcule esta Gltima integral y,
finalmente,para 6btener una primitiva 7 de [ g£fx) dx ,se le dice que

"deshaga®" el cambio,

ce sus fundémentos: uno el utilizado para obtener d; »Y Otro el procedi
miento empleado, ‘
. Nosotros proponemos actuartde la siguiente forma :
12) Enuheiaf el teorema del cambio de variable asi;
Subongamos que deseamos calcular J £(x) , que ella es de diff
eil obteneidn Yipor el contrario,es fdeil el célculé’de

T4 602) )0 0'(8) « G0e) + K, donde gre) « &
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Entonces,si F(x) = G g*(x) ) , ée cumple que

I £(x) = F(x) +-£ ,que podemos razonar de la forma siguiente:

Sea Z una funcién real definida en un intervalo I Yy ¢ una fun
cidn biyectiva y derivaﬁle de un intervalo J en I. Si 7 es und primiti-~
va de Z,esto es,F’'s £ ,tenemos,por el teorema de la derivacidn cgmpues-
ta,que

D (£ o g)ft) = F'( g(t) ) gL s fgl2) ). g'(L) , Wied

Luego (7 o g) es una primitiva.en J de la funcidn

20 a(t) ) . (i),

Escribimos ‘

(Fog)l=(lf) o g=1T 20 g(t) ). g'(2)

Y,por ser ¢ biyectiva.podémos componer a.la derecha con g¥* :

(0521 09 ) oot e[zt 2ligtta ) gtt) ] 0 g®

f Zaofgoe ¢%)=¢6 ; g"

J£=2Gog" = F

Esta (ltima relacidn nos indica que para hallar ina primitiva
en I de la funcidn /£,bastard componer ¢g* con una primitiva de la fun -
2 : :
cidn

20 g(t) ) . g'(t) en J.

22 ) Exigir al alumno que en la aplicacidn del método de cam-
bio de variable siga una a una las instrucciones del teorema.
Para el logro de estos objetivos sugerimos seguir el siguien-

te proceso ¢

Teoria Prictica
1) )
. ' en( 3-x)
£( x) [ ————
o . 3ex
£: definida y . n( 3-x)
£ix) = = definida

‘continua en 1 -x B
: y continua en I =] « , 3[
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(2)

g: una funcidn biyect.,

y derivable de J en I

x=g(i)

Hacemos: .
x=gl(t) xs3-et
g biyectiva en

J="] «, = [ sobre I{I*.BE

(3)
: n(3-3+0%)
20 gft) ) = =
3-3se
t
=Tz
2
S A glt) ) . g'(t) = g'(t) = - ot
= G(t) + K
J - (-et) z - ¢ =
JEA
22
—— s K
2
: . 2
GOt) + K 2 = = 4 §
2
(4

Ftx) = Gl g*(x) )

S flx) = F(x) + K

teg®fx)  t=ln(3-x)
Flx) = GO enl(3-x) ) =

s - 1/2( tnl3-x) )°
en(3-x)

Jex i

s =1/2( tnl3-x) )% + K

P ——————— ———————

Cuando se trata de una integral definida,el teorema del cam -

bio de variable queda expresado as{ :

-

e ,
% pee) - fguffj £09(8) )« g"(4) = G °(0) ) - G( g°(a) )
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Veamos la aplicacién a un caso concreto
Teoria Prictica
: (n
& gt ' Y
£: continua en ]:a N &j £ix) = +/ 7_—2‘«5 continua en [0.7]

(2)

xsgft)  xsgft) xzsen £

© g: funcidn biyectiva t=g®(x) tzarc sen x
§ ‘en [ a ,‘ B”] sobre g: biyect. en [ g®(0) , g*(7) ]=
. "La . &7 = [0, n/27] sobre [0 , 77]

@ s g'a) y B s (k)
(3)

15 g - ' £ g(t) ) s + VT"5277T = cos £

g'(t) = cos t‘
2193080 g0 art) ) . gt(t) ' :
9°(a) £ g ¢ t 4znz‘_co4t]n/2

f};/z cosl t = [-2— # ——— )

I8 plxeGl ¢°(8) )-G( o°(a) )

fz TR . /4

Los restantes métodos de integracién_queAson objeto de estu -~
dio en el pfograma de 32 de B.U.P. no se incluyen en este trabajo por
considerar que la supresién del sfmbolo dx no introduce cambio concep -
tual ni operativo.

En cuanto a las cuestiones que pueden presentarse al utilizar
este método de cdlculo de primitivas en la Fisica de este nivel, estimg
mos que no aparecen inconvenientes de tipo diddctico que dificulten su

» P ’
comprension y resolucion.
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