LECCIONES

bE

MECANICA

ESCRITAS

(ON ARREGLO AL PROGRAMA DE ESTA MATERIA
PARA EL INGRESO EN EL CUERPO DE AYUDANTES DE OHRAS PIBLICAS

POR EL AYUDANTE DEL CUERPO

. U0 D, GRISTOBAL DE AGUILAR
— e Ll 8y

_ iy PP --att-y;’/_.
.'#'LZ.?’ZL 2y ~

1322 g_kug -
//f Jo.~-73/
/ | ——
/ T 37/r3y
r MADRID

IMPRENTA DF M. ROMERO, PRECIADOS, 1
1884



e
Es propiedad del autor.
Queda hecho el dep6sito
ue la ley previene.
R



AL SR D. Jost GuiLLEN DE La {SADENA

Sin su wvaliose conc..... Y CATANONS
CONBEJOs, MO 2 fAubicza owv{'ic-aao fa pre-
sente obza. Cumple, pues, con uno e sus
mas gratos Oebezes al Qedicarsefa, vogan-
dofe »¢ 3&9.11..3 aceplarfa, su afectisimo
amigo 1 seguzo servidor )

q. 6. o m,
Cristobal de Agmilar.



PROLOGO

Una de las asignaturas que mas dificultades presenta
a los alumnos que estudian el segundo grupo para in-
gresar cn el cuerpo de Ayudantes de Obras publicas,
es la de Mecanica, por carecer de una obra que res-
ponda a las exigencias del programa de dicha asigna-
tura, y cuyas teorias estén demostradas fundindose en
los conocimientos de las matemadticas elementales que
se les ha exigido.

A llenar este vacio, si bien muy incompletamente,
tiende este trabajo, el cual puede ser perfectamente
completado por otros con mds autoridad y conoci-
mientos, considerandome suficientemente recompensado
si con €l he podido facilitar en algo el estudio de esta

materia a mis futuros compafieros.



LECCIONES DE HECANICA
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[.a Mecinica es la ciencia matemitica que se ocupa
del estudio del movimiento, asi como de las fuerzas que
lo producen y lo destruyen.

Se divide en tres partes, que son: ¢Znematica, es-
latica y dinamica.

La ¢inematica tiene por objeto el estudio del movi-
miento, haciendo abstraccion de las fuerzas que pueden
producirlo; se consideran los cuerpos como figuras geo-
métricas v deformables, no admitiendo en sus razona-
micntos mas que cantidades geometricas.

LLa estatica estudia las condiciones & que deben sa-
tisfacer las fuerzas para que los cuerpos estén en equili-
brio. Se entiende por equilibrio el estado de un cuerpo
sometido 4 la vez a la accion de varias fuerzas que se
destruyen entre si, y por consiguiente, que lo dejan en
reposo si ya lo estaba; por ¢jemplo, un cuerpo que se
tienc en la mano esta en reposo, apesar de estar some-
tido a la accion de la gravedad, que tiende & hacerle des-
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cender, 4 causa de la accion que en sentido contrario re-
cibe de la mano, que tiende 4 elevarlo.

La dindmica se ocupa de las leyes del movimiento,
que producen las fuerzas, siendo en su consecuencia la
estdtica un caso particular de la denamica.

La dindmzica se divide en fidrostitica é hidrodina-
mica. La primera estudia el equilibrio de los fluidos y
las presiones que ejercen sobre las superficies donde
existen, y la Ziédrodindmica el movimienta de ellos, y
recibiendo el nombre de /Zidrdnlica cuando se refiere a
la conduccion ¢ elevacion de las aguas.

II

Definicion de materia, cueryro ¥y masa,

Se llama materia todo lo que puede impresionar &
nuestros sentidos.

Cuerpo es toda porcion limitada de maferza; se divi-
den cn simples y compuestos: son simples aquellos en
que no se ha podido encontrar méas que una sola clase
de sustancia, como el oro, el mercurio y el hidrégeno;
y compuestos los que contienen diversos cuerpos sim-
ples, como el agua, el vidrio, etc.

Todo cuerpo es un agregado de otros més pequefios
que reciben los nombres de particulas, moléculas y
dtomos.

Se llama particulas 4 las porciomes de materia ob-
tenidas de un cuerpo mediante la division mecanica;
moléculas, las separadas por medios fisicos; y designa-
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remos por dfomes & los ultimos elementos, siempre in-
divisibles, obtenidos por reacciones quimicas ¢ por cau-
sas fisicas, obrando quimicamente.

Masa es la cantidad de materia que conticne un
cuerpo, ¢ la suma de sus dtomos; pero esta definicion
es la de masa fisica, que debe distinguirse de la que en-
tendemos por masa mecdnica, que podemos definir di-
ciendo que es Ja relacion existente entre una fucrza
constante y la acelevacion que esta fuerza produce;
de modo que dos masas seran, pues, iguales cuando en
los mismos ticmpos reciban de fuerzas iguales acelera-
ciones tambien iguales en sus velocidades. En el curso
de estas lecciones podran comprenderse estos conceptos
que ahora adelantamos.

II

Istados de lo=cuerpos en la naturaleza—Cuerpos solidos,
liguidos v gaseosos,

Los cuerpos existen en la naturaleza en tres estades,
que son: solido, liguido y gaseoso 6 aeriforme.

Se dice que un cuerpo esta en estado sé/zdo cuando,
teniendo una forma propia, ofrece cierta resistencia 4 la
separacion de sus moléculas y puede ser sometido 4 la
traccion, flexion y torsion.

El estado Ziguzdo de los cuerpos se distingue por la
facilidad con que las moléculas resbalan unas sobre otras,
y en virtud de ello se derraman por pequefias aberturas
en forma de hilos ¢ gotas, y ademas, en que los cuerpos
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en estado liquido carecen de forma propia, tomando
siempre la de las vasijas que los contienen.

Los cuerpos gaseosos 6 aerzformes son aquellos cu-
yas moléculas no se atraen al parecer mutuamente; son
mas moviles que las de los liquidos, y se hallan anima-
das de una fuerza de repulsion que tiende sin cesar 4 se-
pararlas unas de otras.

IV

Propiedades generales de los cuerpos.—Extension —Im-
penetrabilidad,.—Divisibilidad.—Porosidad.-Compresi-
bilidad.—Elasticidad.—Inercia.

Llimase propiedades en los cuerpos las diferentes
maneras que tienen de impresionar nuestros sentidos.

Dividense en generales y particulares.

Se entiende por propiedades generales de los cuer-
pos las que se hallan en todos ellos, cualquiera que sea
el estado en que estén, y particulares las que se hallan
en determinadas sustancias ¢ en alguno de sus estados.
Entre las generales figuran dos que constituyen la esen-
cia de la materia, porque sin ellas no la podemos conce-
bir; tales son la extension y la impenctrabilidad; en la
misma categoria debemos colocar la zzercia, y su con-
secuencia, la movzlidad.

FExtension.—Todo cuerpo ocupa necesarlamente
una porcion del espacio: en esto consiste la propiedad
enunciada.

Impenetrabilidad. —Fs una propiedad en virtud de
la cual dos dtomos no pueden ocupar un mismo espacio.
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Divisibilidad.—lamase d:visidilidad la propie-
dad que tienen los cuerpos de poderse obtener de ellos
otros mas pequenos. Cientificamente se concibe que Ja
materia puede dividirse hasta el infinito, pero por los
medios mecdnicos se comprende que la divisibilidad tie-
ne sus limites.

Porosidad.—Es la propiedad que tienen los cuerpos
de poseer entre sus moléculas espacios vacios de su pro-
pia materia. Estos espacios se denominan pgores: son in-
visibles, mas su existencia se comprueba por los fend-
menos de contraccion que manifiestan los cuerpos cuan-
do desciende su temperatura 6 cuando se les comprime.

Conipresibilidad.—Se manifiesta por la disminu-
cion de voliimen aparente que experimentan los cucrpos
sometidos a la compresion: por efecto de ella las colum-
nas de los grandes edificios se acortan, y las claves de
las bévedas y arcos descienden sensiblemente al quitar
las cimbras, v en gencral los asientos que siempre hacen
las construcciones. Varia esta propiedad segun el estado
de los cuerpos, siendo muy notable en los gases, poco
perceptible en los liquidos, y mas que en ¢stos en los
sohdos.

Elasticidad.—FEs una propiedad en virtud de la
cual las moléculas de los cuerpos, separadas mediante
una causa cualquiera de su situacion de equilibrio, reco-
bran sus posiciones primitivas, cuando deja de actuar la
fuerza modificante. Puede ensayarse esta propiedad cn
los solidos, por presion, flexion, traccion y torsion: al
estudiarla, se observa que unos recobran su forma pri-
mitiva casi instantanecamente que deja de actuar la fuer-
za, y otros tardan mds tiempo v otros no la recobran,
y en virtud de esto se dividen los cuerpos en eZdsticos
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de primero y de segundo orden'y en cuerpos blandos
6 no eldsticos: ¢l marfil, el marmol y el acero se hallan
comprendidos entre los primeros, la goma elastica en
los segundos, y el plomo y la cera entre los ltimos.

[Los llquuiu:. y los gases son perfectamente elisticos,
pero ex xiste un limite de elasticidad, pa_»ado el cual los
gases se llquulan y los SUIIdObed&fOI’maﬂ 6 se rompen.
La elasticidad impone siempre una deformacion mole-
cular, durante la cual hasido vencida la fuerza de cohe-
sion. Para probarlo se deja caer una esfera de marfil
sobre un plano de mdrmol, y se observan dos fenéme-
nos: primero, que si el plano estaba previamente unta-
do de aceite, queda en €l, despues del choque, una man-
cha circular, tanto mayor cuanto mayor es la violencia
del choque; y segundo, que la esferilla se cleva casi a la
misma altura de donde partio.

Los dos resultados indican que la esfera y el plano se
han modificado, puesto que entre ambos no cabe mas
contacto que un punto, y tambien que despues del cho-
que la cohesion ha hecho recobrar a las moléeulas su
posicion ordinaria.

Inercia.—Ls la ineptitud de la materia para modi-
ficarse & si misma. Suele enunciarse este principio ge-
neral de la mecanica diciendo: Uz punto material ais-
lado no puede por si mismo pasar del estado de repo-
so al de movimiento, ni puesto en movimiento modifi-
carlo sin pasar al de reposo. No cabe una demostracion
experimental directa de €], mas se ve que siempre los
cuerpos tienden & conservar su estado de reposo, lo cual
demuestra la inercia de la materia. La imposibilidad de
moverse un cuerpo esti conforme con la experiencia
diaria: es de sentido comun que una roca permanecera
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eternamente en su puesto si no la impulsan causas ex-
teriores.

No parece tan evidente la segunda parte de la de-
finicion, pues estamos acostumbrados a ver que todos
los cuerpos caen y se detienen sobre la tierra, dun cuan-
do se les haya comunicado una gran velocidad. Sin em-
bargo. el raciocinio demuestra dos cosas: primera, que
todos los cuerpos en movimiento sobre la tierra encuen-
tran resistencias extrafias a ellos mismos, que concluyen
por anular la fuerza que les ha impulsado: esas resisten-
cias permanentes son el peso, el rozamiento de los me-
dios por donde marchan, el de los puntos de suspen-
sion; segunda, que asi como los cuerpos necesitan una
fuerza extrafa a ellog para moverse, del mismo modo
han de exigir otras para modificar el movimiento ad-
quirido: de admitir que los cuerpos tienen ensi mismos
facultad para detenerse, deberfamos légicamente acep-
tar que podian desplegar esa misma aptitud para salir
del reposo, pues tanto para salir del reposo como para
volver 4 él, se necesita desenvolver una fuerza.

\.’

Propiedades particnlares de los cuerpos solidos.— Tenaci-
dnd.—~Ductilidad.—Dureza.—Maleabilidad.

Tenacidad. —Fs la resistencia que oponen los cuer-
pos 4 ser divididos por traccion. Se ensaya esta propie-
dad reduciendo los cuerpos 4 varillas ¢ alambres, que
despues de sujetos por un extremo son sometidos a la
traccion mediante pesos conocidos colocados inferior-
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mente cn cl otro extremo: al peso menor capaz de pro-
ducir la rotura del solido se denomina coeficiente de te-
nacidad ¢ resistencia absoluta.

Ductilidad —Es la propiedad de cambiar de for-
ma sin dividirse: suele tambien definirse diciendo que
es la propiedad que tienen algunos cuerpos solidos de
poderse extender en hilos; mas esta cualidad cs un caso
particular de la definiciorf que hemos dado. Empléase
para ensayar esta propiedad tres procedimientos: cl del
martillo, | laminador v el de la kilera. El calor au-
menta la ductilidad de casi todos los cuerpos.

Maleabilidad —FEsta propiedad no es mas que un
caso particular de la anterior, y consiste en poderse ex-
tender el cuerpo en hojas por medio del martillo y del
laminador.

Dureza.—Es la resistencia que ofrecen los cuerpos
a ser rayados por otros. Un cuerpo es mas duro que
otro cuando no es rayado por ¢€l.

Fragilidad.—Es una propiedad en virtud de la
cual ciertos cuerpos son ficilmente reducidos 4 polvo
por el choque. La mayor parte de los cuerpos duros
son fragiles, como se observa en el vidrio y el diaman-
te. Cuando a la dureza acompaia la tenacidad, son los
cuerpos menos {ragiles.

VI

Definicion de Muerza.—Punio de aplicacion, direccion
¢ intensidad de la misma.

Se entiende por Sfuerza todo lo que puede producir
un movimiento 6 modificarle. Descondeese su esencia,
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y solo tenemos idea de ellas por los efectos 6 movi-
mientos que producen, pudiéndose considerar como pro-
ducidas por los agentes universales atraccion univer-
saly calor, luz y electriczdad. Dos fuerzas son iguales
cuando, aplicadas @ un mismo punto y en direccionés
opuestas, le dejan en reposo.

Punto de aplicacion es el del cuerpo sobre el cual
obra directamente dicha fuerza.

Direcceon 6 sentido de una fuerza es la recta, segun
la cual mueve 6 tiende 4 mover su punto de aplicacion,
ora a la derecha, ora a la izquierda, si el cuerpo esta
completamente libre.

Intensidad es la cnergia de sus efectos.

Estos tres clementos son los que determinan ¢ nos
dan a conocer una fuerza, y como las fuerzas pueden va-
luarse en numeros, que nos representan la intensidad
con que ellas obran, se concibe que & su vez pueden
representarse estas fuerzas por lineas rectas cuyas lon-
gitudes sean proporcionales a dichos numeros, y se
acostumbra a tomar estas longitudes sobre la direccion
segun la cual obran, y & partir del punto & que estan
aplicadas, siendo ventajosa esta representacion grafica
para las demostraciones.

VII

Fluerza de inercia.—Clasificacion de las fuerzas.
Gravedad.—Fuerzas moleculares.

Hemos visto que era siempre necesaria una accion
exterior, que denominabamos fuerza, para producir el
movimiento en un cuerpo que estaba en reposo ¢ para

9
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cambiar este movimiento, si en tal estado se hallaba el
cuerpo, v que cra debido 4 que ¢ste opone una resisten-
cia, producida por su inercia. La fuerza, pues, que resi-
de en la materia es el poder que ella ticne de resistir
las acciones exteriores. El cuerpo ejerce esta fuerza cada
vez que se trata de cambiar su estado de reposo 6 de
movimiento, y se la puede considerar bajo dos aspec-
tos diferentes: ¢ como 7esestente, en tanto que el cuer-
po se opone 4 la fuerza que tiende 4 hacerla cambiar de
estado, 6 como zmpulsiva, cuando el mismo cuerpo
hace esfuerzo para cambiar el estado del obstaculo que
le resiste, y & esta fuerza que reside en los cuerpos se le
da el nombre de fuerza de increza.

Se puede hacer evidente que la inercia es una feerza
cuya accion se manifiesta en todos los cambios de mo-
vimiento. Supongamos un cuerpo, 4 75 (fig. 1.%), co-
locado en un plano, 4 D,y determinemos por la expe-
riencia un peso, £, que es preciso suspender de la extre-
midad de un hilo, € Z,unido 4 un punto, C, del cuerpo,
y que pasa por una polea, cuyo peso sea capaz de
volcar el cuerpo sobre el plano, 4 D. Es claro que toda
causa que produzca la caida del cuerpo, supuesto simé-
trico, sea hacia adelante ¢ hdcia atras, equivaldra al
peso 2y sera una fuerza.

Ahora bien: si se hace marchar el plano. 4 D, con
un movimiento acelerado, se observara que si la acele-
racion se hace con una cierta rapidez, el cuerpo, 4 B,
caera en sentido contrario al del movimiento; su inercia
habra, pues, obrado en este caso como una reszisten-
c7a 4 la aceleracion y con una intensidad igual 6 supe-
rior al peso, 2.

Si, al contrario, el movimiento, sea uniforme 6 acele-
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rado, llega 4 tener una velocidad considerable y se de-
tiene ¢ retarda de una manera brusca, ¢l cuerpo cae en
¢l sentido del movimiento; la inercia ha obrado en este
caso COmo una polencia que s¢ oponia al cambio del
movimiento y con una intensidad izual 6 superior al
peso, £. La inercia, pues, produce en uno U otro caso
el mismo efecto que la fuerza, 6 sea el peso, 2, luego
podemos, por lo tanto, co:mdcrarla como una fuerza.
En la comunicacion raplda del movimiento que los ca-
ballos desbocados imprimen & un carruaje, la znercia
del carruaje es la que hace por su resistencia que las
ruedas se rompan, etc.; es tambien la inercia la que cau-
sa ¢l vuelco de un carruaje cuando, marchando de una
mauera rapida, tiene que detener bruscamente su mo-
vimiento para tomar una vuelta brusca en una carrete-
ra, y otros muchos ejemplos pueden citarse en que la
inercia obra como una fuerza.

Clasificacion de las fuerzas.—Clasificanse las fuer-
zas con nombres diferentes, segun la manera que tienen
de obrar; en su consecuencia, las fuerzas pueden ser
instantineas y continuas; las primeras obran sobre
los cuerpos durante un tiempo inapreciable; por ejem-
plo, el golpe del martillo, la explosion de la pélvo-
ra, etc.; las segundas son las que renuevan incesante-
mente su accion sobre los mdviles. Pueden ser varia-
bles & constantes; motrices las que producen el movi-
miento 6 lo sostienen; resistentes las que tienden & im-
peditlo ¢ retardarlo; aceleratrices 6 retardatrices,
segun que lo aceleren ¢ lo retarden; afractivas 6 re-
pulstvas; y por tltimo, se emplean las palabras gozes-
ctay vesistencia para distinguir 4 las fuerzas que fa-
vorecen el movimiento de las que lo retardan.
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Gravedad.—Se llama gravedad la propiedad que
tienen los cuerpos colocados en la superficie del globo
de ser atraidos hacia la tierra por una fuerza determi-
nada, que les hace ejercer una presion sobre susapoyos
si estan en equilibrio, 6 que les hace caer si estan aban-
donados 4 si mismos.

Todos los cuerpos son pesados, pues si bien hay al-
gunos llamados Zzgeros que pueden mantencrse en el
aire sin caer, este fendmeno es debido a la presencia
del aire atmosférico, que ejerce sobre el cuerpo una pre-
sion de abajo arriba, que neutraliza la accion de la
gravedad; pero en el vacio todos los cuerpos caen con
la misma velocidad.

ILa gravedad es variable para un mismo cuerpo con
la latitud v con la altura sobre el nivel del mar.

Fuerzas moleculares.—Hemos visto que los cuer-
pos pueden presentarse bajo el estado sélido, liquido 6
gaseoso, v que estos cuerpos estan formados por la re-
union de moléculas-separadas las unas de las otras por
unos espacios vacios llamados poros. Para que estas
moléculas puedan formar cuerpos sélidos que conser-
ven un volumen determinado, sin que se desperdicien
sus moléculas, es necesario que existan entre ellas cier-
tas fuerzas, cuyo efecto sea el mantenerfas 4 una distan-
cia determinada.

Estas fucrzas toman el nombre de fuerzas molecula-
res, y ejercen su accion a las distancias inapreciables que
separan entre si 4 las moléculas.

Se dividen en dos grupos, de atraccion y de repul-
sion. La primera recibe distintos nombres, segun se
manificsta: primero, entre sélido y solido, y recibe los
nombres de cokesion & adkesion; segundo, entre soli-
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do y liquido, capilaridad, imbicion; tercero, entre s6-
lido y gas, reunion de gases; cuarto, entre dos liqui-
dos, difusion, y quinto, entre liquidory gas, disoluczon.

VIII

FEfectos de lns fnerzas sobre los cuerpos.—FPresion.
Tension.— Flexion.— Torsion.

Las fucrzas obran siempre graduahnente de una ma-
nera que puede ser constante ¢ variable, pero siempre
continua ¢ pmgrt}al\a durante un cierto tlempu esta
accion se manifiesta unas veces por grados insensibles
v con lentitud, y otras con rapidez, pero nunca en tiem-
pos nulos, pues si algunos fenémenos se verifican du-
rante tiempos inapreciables d nuestros sentidos y d nues-
tros medios de observacion, es debido tnicamente a la
imperfeccion de éstos; v lo prueba cl que cuanto mas
sensibles son estos medios, se aprecia mejor la dura-
cion de fenomenos que se habian considerado como in-
apreciables, pero segun la manera de actuar las fuerzas,
asi produce efectos diferentes.

Fresion. —Una fuerza que esta aplicada 4 un cuerpo
no produce siempre un movimiento. Por ejemplo: una
piedra colocada sobre una mesa permanece inmdvil, y
sin embargo, esta picdra esta sometida 4 la accion de la
gravedad: porque si se imagina que la mesa desapa-
reciera instantineamente, caeria al instante; el efecto,
pues, que la piedra ejerce sobre la mesa se denomina

preszon.
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Zension.—Si suponemos suspendido en Ia extremi-
dad inferior de un hilo un peso cualquiera, y cuya ex-
tremidad superior csté sujeta & un punto ﬁJO el peso
queda inmdvil, pero caeria inmediatamente si se cortase
el hilo; lo cual demuestra que el peso ejerce una accion
sobre la cuerda, pues ¢l tiende a caer, y el efecto que.
produce recibe el nombre de tension.

De modo que el esfuerzo de Zension se verifica cuan-
do la fuerza obra sobre el sdlido en sentido de su lon-
gitud, tendiendo a producir un alargamiento -debido a
la desviacion de las moléculas, que tienden a colocarse
en el sentido de la longitud del mismo; mientras que la
presion, si bien actia en la misma direccion del sdlido,
tiende, sin embargo, 4 producir un acortamiento del
mismo.

Flexion.—FEl esfuerzo de flexion se produce cuan-
do un sdlido se halla sometido 4 la accion de una fuerza
que obra perpendicular 1t oblicuamente respecto a su
longitud. Por ejemplo: si tenemos una viga empotrada
€N una parcd por uno de sus extremos, y en su otro
extremo libre, 6 préximo 4 €l suponemos que actlie una
fuerza, perpendicular 1 oblicua & su longitud, esa fuerza
producird una curvatura en el sélido, que se denomina

Hlexion.

Torsion.—El efecto de forsion es el que produce la
desviacion de las fibras de un cuerpo por la combinacion
de dos fuerzas; una que retira al solido por uno de sus
extremos, obligandole 4 permanecer invariable, y otra
que actua tangencialmente d un circulo cuyo centro se
halla en el eje del sdlido, por ejemplo un cilindro sali-
damente sujeto por su base d una mesa, y una fuerza
que obra tangencialmente a su superficie, “la combina-
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cion de ambas fuerzas produce que las moléculas del

cilindro que podian suponerse en un principio coloca-
das en lineas paralelas al eje, se mueven paralelamente
a las circunferencias de las secciones rectas del cilindro,
agrupandose cada serie de ellas en hélices. Las distan-
cias entre las molcculas aumentan, y mientras persiste
tal desequilibrio, actian sobre ellas violentamente las
fuerzas moleculares; pero desde el momento en que cesa
la fuerza de #rsion, recobran las moléculas sus posicio-
nes primitivas, despues de cierto numero de oscila-
ciones.

IX

Medidade la=fuerzas,—A plicacion del dinamdnetra,

Medida de las fuerzas.—Para poder conseguir la
medida de las fuerzas, admitiremos como un axioma el
principio siguiente: dos fuerzas son iguales cuando, sos-
tenidas una por otra, producen el mismo efecto en las
mismas circunstancias.

Siendo muy diferentes los efectos producidos por las
fuerzas, teniendo que llegar a la medida de éstas por
los efectos que producen, es evidente que la }lrlidad de
medida de ellas ha de variar para cada caso particular.
En ocasiones se consideran las fuerzas con relacion a la
naturaleza del movimiento que ellas producen, y en
este caso, se adopta como unidad de medida el mesro,
relacionandole con los espacios recorridos en determi-
nadas condiciones.
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Otras veces se trata de medir sus efectos en el esta-
do de equilibrio de los cuerpos mientras ejercen una
presion ¢ una traccion, contrarrestadas por otra resis-
tencia, v se comparan con el Zilogramo, pues en tal
estado pueden siempre ser sustituidas por pesos. A las
fuerzas asi consideradas se les da cl nombre de fuerzas
muertas.

Por ultimo, si nos proponemos medir una fuerza
cualquiera de un modo mis complejo. d saber, por el
valor de la resistencia vencida y por el camino recorrido
por ¢l punto de aplicacion en la direccion de la resis-
tencia misma y durante un tiempo determinado. dichos
tres elementos constituyen la unidad de trabajo ¢ £i/o-
grametro, que representa un kilograma de resistencia
vencida sobre un metro de longitud durante un scgun-
do. La tension 6 fuerza eldstica de los gases se mide
por almésferas, denominandose asi la presion equiva-
lente 4 1 kilogramo 33 gramos por centimetro cua-
drado.

Aplicacion del dinamoémetro.—Como consecuen-
cia del axioma «ue establecimos, vemos que si tomamos
un resorte cuyas flexiones bajo Ia accion de pesos cono-
cidos hayan sido medidas y observadas con bastante de-
tenimiento, y sometemos este resorte d la accion de una
fuerza cualquiera, cuando ésta haya producido en él el
mismo efecto que los pesos @ que ha sustituido, deduci-
remos que, habiendo la fuerza y el peso vencido la mis-
ma resistencia de flexion, este peso y esta fuerza son
iguales; luego el peso, pues, podra servir para medir la
fuerza. Admitiremos, pues, en lo sucesivo, que fodas
las fuerzas que obran en las mdgquinas son compara-
bles é pesos, y en su consecuencia, se adoptara la uni-



dad de peso para unidad de medida de las fuerzas, y las
expresaremos en kilegramos; lo que significard senci-
llamente para nosotros que ellas producen, en las mis-
. mas circunstancias, el mismo efecto que el numero co-
rrespondiente de kilogramos obrando de la misma
manera.

Los aparaws destinados @ medir las intensidades re-
lativas de las fuerzas reciben el nombre de dinamome-
#ros. Los hay de varias clases, apropiados ala especie
de lafuerza que se quiere valuar; asi, por ejemplo, la
fuerza que hace caer un peso se mide por el peso de €,
y por lo tanto, por la presion que produce, yla que
produce una persona tirando de una cuerda unida i un
cuerpo al cuzl trata de poner en movimiento, es una
fuerza de tension; para medir las presiones, el dinamé-
metro. mas gcnoral es el de 7esorée, que consiste (ﬁgu-
ras 2." y 3.%) en un tubo de cobre sostenido por un ani-
llo, A. Pendiente de un resorte situado en el interior del
tubo, hay una varilla que exteriormente termina cn ‘el
gancho, C; la varilla se fija 4 un disco que el resorte
lleva en su extremidad superior; que estd libre. El peso
del cuerpo aplicado al gancho oprime el resorte; un in-
dice recorre una escala trazada en el borde de una ra-
nura longitudinal; cada unidad récorrida por el indice
indica un kilogramo.

Para medir las tensiones se emplea el siguiente dina-
moémetro, formado por una lamina de acero (fig. 4.%)
encorvada por su centro, y que presenta un cierto gra-
do de flexibilidad; en el extremo de la rama inferior hay
un arco graduado, que pasa libremente por una abertu-
ra practicada en la rama superior, y termina en una
anilla; en el extremo de la rama superior hay fijo otro
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arco, que pasa 4 su vez por otra abertura analega prac-
ticada en la rama inferior, y termina por un gancho.
Ahora bien: si un hombre tira de una cuerda unida a
un cuerpo al cual trata de poner en movimiento, se
concibe que, si se cortase la cuerda, y que los dos ca-
bos asi separados se unen, el uno 4 la anilla y el otro
al gancho, la fuerza de traccion se ejercera por el in-
termedio del instrumento, el resorte experimentara una
flexion, y la tension de la cuerda sera equivalente al
peso del cuerpo que, estando suspendido del gancho,
le hiciera experimentar una flexion igual; esta tension,
pues, podra ser expresada por un corto numero de ki-

logramos.

X

Definiciones de equilibrio vy de reposo.—Diferencia entre
uno y otro.

Definicion de equilibrio.—Cuando varias fuerzas
actuan sobre uno 6 varios cuerpos, neutralizindose mu-
tuamente, de tal manera que todo sigue verificindose de
la misma manera, como si estas fuerzas no hubieran
efectuado su accion, se dice entonces que dichas fuerzas
se equilibran, 6 bien que el cuerpo 6 sistema de cuerpos
al cual estas fuerzas han sido aplicadas esta en eguzlibrio.

Definicion de reposo.—Se dice que un cuerpo esti
en reposo cuando no presenta movimiento alguno, por
no estar sometido a la accion de ninguna fuerza.

Diferencia entre unoy otro.—En vista de lo ex-
puesto, vemos que es preciso distinguir entre eguzlibrio
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y reposo. El primero designa el estado de un cuerpo
que, estando sometido a la accion de varias fuerzas, se
encuentra en las mismas condiciones que si estas fuer-
zas no actuasen; esdecir, que siel cuerpo estaba en mo-
vimiento, €ste no es turbado por laaccion de las fuerzas,
puesto que éstas se destruyen entre si; de modo que la
idea de equilibrio no lleva consigo la de inmovilidad del
cuerpo, exigiendo tinicamente que las nuevas fuerzas se
destruyan entre si, mientras que la idea de reposo indica
que el cuerpo no se mueve, y ademds que no esta so-
metido a la accion de ningunas fuerzas, aunque éstas se
pudieran destruir, es decir, que el estado de reposo ex-
cluye por completo la presencia de fuerzas.

La acepcion que se da usualmente & la palabra egu:-
Zibrio no es la misma con la que sc la designa en Meca-
nica; generalmente se dice que un cuerpo esta en equi-
librio cuando se le ha podido dar una posicion en la
cual queda inmévil, pero de la cual se aleja inmediata-
mente bajo la accion de la mas pequefia causa extertor.
Por ejemplo, si se ha podido colocar un cono sobre
una mesa, apoyandose solamente por su vértice, sin que
caiga de uno 1 otro lado, entonces se dice que este cono
esta en equilibrio. Pero bajo el punto de vista de Ia
Mecdnica, lo mismo estd el cono en equilibrio apoyan-
dose en la mesa por su base que por su vdrtice, pues
en uno y otro caso, la fuerza que tiende a hacerle caer,
y que le haria caer si la mesa no lo sostuviese, que es
la de la gravedad, esta equilibrada por la presion que
la mesa ejerce de abajo arriba en la parte inferior del
cono. Lo que distingue estos dos casos, es que cuando
el cono se apoya por su vértice, & poco que se separe
el cono de la posicion que tiene, cae y no la vuelve &
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tomar, y sc dice que ¢l cono estd en eguilibrio inesta-
ble, y cuando se apoya por la base, si se separa un poco
de su primitiva posicion, desde el momento que cesa
esta fuerza, vuclve el cono a colocarse como estaba, y
entonces se dice que el cono estd en eguilzbrio estable;
de modo que lo que se llama usualmente equilibrio, en
Mecanica recibe el nombre de equilibrio inestable.

XI -

Idens zenerales acerca de la composicion vy descomposi=-
cion de las fuerzas.—Qué =e entiende por componentes
¥V re=sultantes,

Ldeas generales acerca de la compesicion y des-
composicion de las fuersas.—Sabemos que un cuerpo
puede estar sometido 4 la accion de varias fuerzas, 7, Q,
Ry S.y, sin embargo, seguir cste cuerpo en equili-
brio 4 causa de que estas fuerzas, por destruirse entre
si, no producen cfecto alguno; luego toda vez que to=
das estas fuerzas se cquilibran, podemos considerar que
una cualquiera de cllas, la 2, por ejemplo, se opone &
la accion de todas las demas, O, &, S; de donde pare-
ce resultar que el efecto de estas Ultimas es solicitar al
cuerpo absolutamente como una simple fuerza igual y
contraria & la 2.

Supongamos que se aplica 4l cuerpo una fuerza, 7,
igual y contraria 4 la /2 estas dos fuerzas, equilibrdn-
dose sus efectos. son nulos por si mismos, y entonces
podemos considerar al cuerpo como sometido Gnica-
mente 4 la accion de las fuerzas O, R, §. Pero, por
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otra parte, como la fuerza Pequilibra dlas Q, R, S, el
efecto de todas estas y la 2 es nulo por si mismo y se

uede considerar al cuerpo como sometido unicamente
a la accion de la fuerza 7.

El estado del cuerpo es, pues, el mismo, sea que sc
le suponga solicitado por las fuerzas O, &, S, 6 que se
le suponga solicitado por la sola y tinica fuerza 7, igual
y contraria 4 aquélla & quienes éstas equilibran. Luego,
puesto que puede suceder que una sola fuerza sea capaz
de producir en un cuerpo el mismo efecto que varias,
nuestro primer cuidado debe ser tratar de reducir las
fuerzas aplicadas a un mismo cuerpo al menor ntmero
de fuerzas posibles, y de observar, sobre todo, la ley de
esta reduccion.

La investigacion de esta ley, en virtud de Ja cual se
encuentra una fuerza que reemplaza & varias, recibe el
nombre de composicion de las fuerzas. La misma ley,
pero en un ¢rden inverso y segun la cual se sustituye a
una fuerza otras varias capaz del mismo efecto, se llama
descomposicion de fuerzas.

Definiciones de resultante y componentes.
fuerza, que es capaz por si sola de producir en un cuer-
po el mismo efecto que varias otras combinadas, se Ila-
ma resultante: luego si varias fuerzas se equilibran en
un cuerpo, una cualquiera de ellas es igual y directa-
mente opuesta a la resz/tante de las demis.

Las otras fuerzas, con relacion 4 la reswltante, se
Naman las componentes.

En el curso de estas explicaciones, designaremos a
Ias fuerzas con letras mayusculas P, O, R, S, etc., co-
locadas en lineas que representen sus direcciones, y si
una letra tal como la 4 indica el punte de aplicacion

i
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de la lucrza P, supondremos siempre que la accion de
esta fuerza es desde 4 hacia P, es decir, que la fuerza
tirade 4 a P.

Si para representar la magnitud de esta fuerza se
toma sobre su direccion y 4 partir del punto de aplica-
cion, -, una cierta cantidad lincal, .4 7, se supondra asi-
mismo que esta magnitud se lleva hacia el lado donde
¢l punto de aplicacion, .4, tiende & moverse. Asi es que
cuando se diga que una fuerza esta representada en mag-
nitud y direccion por una cierta linea terminada, y que
parte del punto de aplicacion, es preciso sobreentender
que la fuerza tira de ese punto hicia la extremidad de
la linca que la representa.

Se podria adoptar la hipdtesis contraria, es decir,
suponer que la fuerza representada por la linca A5
empuja al punto de aplicacion A, para alejarlo de la
extrenidad A4 de la linea que la representa, puesto que
lo expuesto anteriormente sélo es un convenio, y se
puede adoptar uno U otro; pero una vez establecido el
primero, deben siempre sujetarse a ¢l las explicaciones
para darle i cada fuerza el sentido que debe tener y al
enunciado del teorema toda su exactitud.

XII

Composicion de Mierzas que obran en una misma
direccion.

Hay que considerar e¢n este caso que las fuerzas
obrando en una misma direccion, lo hagan tambien en
el mismo sentido.
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Primer caso. Cuando dos fuerzas, P v O, obran en
la misma direccion y en ¢l mismo sentido, es evidente
que se debe considerar como un axioma que estas fuer-
zas se suman vy dan una resultante igual a la suma de
cllas, P+ Q.

Este axioma es el fundamento de la estatica: se le
puede considerar, si se quiere. como una especie de de-
finicion que no es preciso demostrar, porque estd com-
prendida en la idea misma de la fuerza, considerada
como magnitud, es decir, como susceptible de ser
aumentada ¢ disminuida.

Efectivamente; no podriamos forntarnos idea de una
fuerza doble ¢ triple que otra si no se considerase
esta fuerza como la reunion de dos & tres iguales 4 la
propuesta, y que ejercen su accion a la vez sobre el mis-
mo punto v en el mismo sentido. y esto lo vemos com-
probado por el dinamémetro, pues si suspendemos del
gancho dos pesos, vemos que el indice nos marca una
graduacion igual 4 la que se obtiene suspendiendo de €l
un solo peso igual 4 la suma de los dos dados: luego la
fuerza que representa este ultimo es la suma de las
fuerzas que representan los dos propuestos.

Segundo caso. Cuando las fuerzas obran en la mis-
ma direccion, pero en sentido contrario. En este caso,
sabemos que cuando dos fuerzas son iguales y obran en
un mismo punto, pero en sentido contrario, estas fuerzas
se equilibran; ahora bien, si estas fuerzas P v Q son des-
iguales, se puede suponer que la mayor P, por ejemplo,
se descomponga en dos, una igual a Q, y otra serd por lo
tanto igual 4 P— Q; entonces la primera componente
queda destruida por la Q, que es igual 4 ella y obraen
sentido contrario; luego el sistema de fuerzas nos ha que-
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dado reducido 4 una sola fuerza igual 8 P— @, y obran-
do en la direccion y sentido de la fuerza P; luego esta
fuerza P— QO es la resultante de las dos dadas, de don-
de se deduce que cuando dos fuerzas obran sobre un
punto en la misma direccion y sentido diferente, produ-
cen una resultante que es igual a la diferencia de las
componentes, ¥ que obra en la direccion y sentido de
la mayor de las dos.

Si fueran varias las fuerzas, se compondrian todas las
que obran en la misma direccion y sentido, y siempre
queda el problema reducido al caso de dos fuerzas que
obran en la misma-direccion y sentido contrario.

XIIT

Liaaresuliante de dos fuerzas que concarren en un punio
estd representada en direccion ¥y magnitud por la diazo-
nal del paraleldgramo formado por aguéllas.—Poligono
de las funerzas.—Cuando son tres las fuerzas ¥y no estan
situadas en nn mismo plano, la resultante es la diagonal
del paralelepinedo.

La resultante de dos fuerzas que concurreg e un
Punio esta representada en direccion y magnitud por
la diagonal del paralelogramo formado por agué-
Zlas.—Antes de pasar a la demostracion del teorema,
tenemos que demostrar el lema siguiente: La resultarn-
te de dos fuerzas que concurven en un punto se en-
cuentra en el plano determinado por la diveccion de
estas dos fuerzas y en el interior del dngulo que ellas
Jorman. Supongamos dos fuerzas, P y O, actuando en
un mismo punto, A (fig. 5), y bajo un angulo cualquie-
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ra: se comprende perfectamente que una tercera fuerza,
R, aplicada convenientemente en el mismo punto, po-
dria equilibrar 4 las dos Py @, porque en virtud de los
efectos combinados de las dos fuerzas Py O, el punto
A tiende a dejar el lugar donde estd, y como no puede
marchar mas que en una sola direccion, si se le aplica
ana fuerza conveniente y en sentido contrario al movi-
miento que trata de tomar, este punto permanecerai en
equilibrio.

Estando las tres fuerzas en equilibrio en el punto A4,
la fuerza 7 es igual y directamente opuesta 4 la resul-
tante de las otras dos; luego P v O, que concurren en
un punto, tienen una resultante.

Es evidente que esta resultante tiene que estar en el
plano de las dos direcciones 4 P y A4 Q (fig. 6.),
porque no hay una razon para que ella tenga por en-
cima del plano una cierta posicion mas bien que la per-
fectamente sim¢trica por debajo, y como no puede te-
ner 4 la vez esas dos posiciones, tiene que encontrarse
en dicho plano.

Debe, ademis, estar dirigida dentro del angulo
P A O, porque es claro que ¢l punto 4 no puede
moverse en la parte de plano que estd por encima de
la linea 4 @ hacia D, ni tampoco por encima de la
linea 4 P hacia A, porque las fuerzas obran la una
en al sentido 4 P, yla otra en el 4 O; luego el
punto no puede moverse sino en el plano P 4 Qy
en el interior del angulo.

No hay mas que un solo caso en el que se pueda ver
d prior cudl sera la direccion de la resultante, y es aquel
en que las dos fuerzas Py O sean iguales; entonces es
claro que la resultante es la bisectriz, pues no hay una

3
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razon para que se incline hacia una de las componentes
mas bien que 4 la otra.

Demostrado el lema, pasemos 4 la demostracion del
teorema, pero fijémonos primero en la significacion del
enunciado. Sean Py Q dos fuerzas (fig. §) aplicadas al
punto material 4; supongamos que las rectas A By AC
representan la direccion ¢ intensidad de las fuerzas in-
dicadas. Si por el extremo A se traza la recta BD pa-
ralela 4 una de las fuerzas, y por el extremo C otra pa-
ralela €D a la P, tendremos en 2 un punto de inter-
seccion que, unido con el A, nos da la diagonal 4.0
esta fuerza equivale d las Py ©; tal es la significacion
del teorema.

Demostremos que en efecto la diagonal citada repre-
senta cn direccion ¢ intensidad la resultante de las
fuerzas angulares. Sean P y O las fuerzas aplicadas al
punto 4. Supongamos primeramente que obran una
despues de la otra; el punto A4, al ser solicitado por la
fuerza P, recorrera la recta A5, y despues al ser solici-
tado por la B igual y paralela 4 la Q, que es lo que
sucedera al obrar la fuerza O despues de la P, recorre-
ra la indicada recta AD, siendo por tanto la linea
quebrada A BD la trayectoria definitiva; lo mismo
sucedera si obrase primeramente la Q y despues la
P; solamente que la trayectoria seria ACD. Si el efec-
to de las fuerzas se produjese durante la mitad de tiem-
po y alternativamente, el punto 4 pasaria a la mitad
de A B, desde la mitad de 4 B 4la mitad de AD, des-
de la mitad de 4D 4 la mitad de BD, y desde alli al
punto D; de modo que la trayectoria seria una linea
polw‘onai

Resultado igual se alcanzaria si las fuerzas, alter-



30

nando & cuarta parte, octava, dieciseisava parte del
tiempo, etc., el moévil siempre pasaria al final del perio-
do de accion desde 4 a D, independientemente de la
fraccion de tiempo: luego lo mismo sucederd en ¢l limi-
te cero, pero en este caso obran las fuerzas simultinea-
mente y la trayectoria quebrada se confunde con la rec-
ta 4D diagonal del paralelogramo: luego dsta repre-
senta en direccion ¢ intensidad la resultante de P y Q.

Cabe tambien demostrar que la longitud de la dlam:»
nal representa la intensidad de la I'Lbl.l].taﬂtl. Sean las
fuerzas PPy F” (fig. 8), aplicadas al punto A y en
equilibrio. Segun la primera parte del teorema. la direc-
cion de la resultante de Py P’ serd la recta R, ¢ del
mismo modo la direccion de la resultante de P77y P7 es-
tard representada por la recta S; licil es ahora deter-
minar la magnitud de 2. En efecto, sabemos que ¢s izual
a4 P'S por lados opuestos de un paralelégramo, y que
P'S es igual 4 AP": como por hipétesis las tres fuerzas
del sistema producian el equilibrio, e indudable que
AP es igual y opuesta a la resultante de P y 7' y como
R, segun se v¢ por la figura, es igual y opuesta & 4 P",
queda demostrado que la diagonal £ marca la direc-
cion y la intensidad de la resultante de Py I, segun
(queriamos demostrar.

Puesto que las tres fuerzas P Oy R son cnotre si
como las tres lineas A5, ACy AD, y ademas con cl
paraleldgramo A BCD . se tiene que AB=CD, se
puede decir que cstas tres fucrzas son entre si como los
tres lados COD CA y AD del triangulo 4 CD; pero
estos tres lados son entre si como los senos de los an-
gulos opuestos CA D, CD Ay ACD; pero, a causa de
las paralelas, el angulo CO. es igual al angulo 54 D,
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el angulo 4 CD es suplemento del BAC, y por consi-
guiente tienen el mismo seno, luego
P:Q:R::senoCAD:seno BAD :seno BAC

de donde se puede deducir que la resultante de dos
fuerzas P y Q, estando representada por el seno del dn-
gulo formado por sus direcciones, las dos fuerzas estan
a su vez representadas por los senos de los angulos ad-
vacentes & la direccion de la resultante, luego cada una
de las P, Q, R, son como los senos del dngule for-
mado por las olras dos.

Las dos componentes y la resultante estan, como se
vé, representadas por los tres lados del triangulo 24 D
en el cual el dangulo AZD es suplemento del ZAC
(fieg. 7).

cPara obtener numeéricamente la resultante en fun-
cion de las compopentes, observaremos que en el
triangulo BAD AD —AF +BD —2 AB. BD
cos. ABD, pero cos. ABD=—cos. BAC, luego
R=P'+ 0"+ 2 PQ cos. = (1.)

Esta rclacion con la P: 2 R :: seno CAD : seno
BAD : seno BAC, resuelven completamente el pro-
blema de la composicion y descomposicion de fuerzas
concurrentes.

La perpendicular Pga 4 R da

R=Ag-+gR=Pcos. PAR+Q cos. Q4K (2).

Si las fuerzas P y Q son rectangulares, la {6rmula (1)
da R*=P*+0" que permite calcular cualquiera de las
fuerzas y el valor de las componentes rectangulares que
pueden reemplazar 4 una fuerza R que forma con una
deellas P el dngulo »==PA4 R, pues P=R cos », Q=R
seno x R (cos ‘x+seno’ x)=P'+0* 6 R'=P'1+Q".
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Poligono de las fuerzas.—~Sabiendo determinar la
resultante de dos fuerzas aplicadas & un punto, se puede
determinar la de varias P, O, R, S aplicadas 4 un mis-
mo punto 4. v dirigidas como se quiera en el espacio.
Para conseguirlo, se determina por la regla del parale-
l6gramo de las fuerzas la resultante X (fig. 9) de dos
de ellas P y O, despues la resultante ¥ de X'y &, luego
la resultante Z de ¥y S: continuando asi llegaremos a
la resultante gemeral de todas las propuestas que en el
caso de la figura es la Z.

Esta construccion equivale & trazar por el extremo
de una de cllas P una recta P X igual y paralela a la O,
por el extremo X de esta paralela otra X ¥ igual y pa-
ralela a la R, y por ¢l extremo } de esta, otrarecta
Y Z igual y paralela a la S; la recta 4Z que cierra el
poligono asi formado, es la resultante buscada. Esta
construccion, para determinar la resultante general de
las fuerzas aplicadas a un punto, se llama poligono de
las fuerzas.

Si al construir el poligono de las fuerzas, éste resul-
ta cerrado por si mismo, la resultante es cero y las fuer-
zas se equilibran sobre el punto de aplicacion.

Cuando son tres las fuerzas concurrentes, la resul-
tante es la diagonal del paralelepipedo.—Esta pro-
posicion es un caso particular de la anterior. Sean las
componentes P,Q y S no situadas en un plano y apli-
cadas al punto A (fig. 10); por el extremo P tracemos
una recta P D igual y paralela @ Q y por el extremo
/) de ésta tracemos PR igual y paralela 2 S; Ia rec-
ta AR que cierra el poligono APDR es la resultan-
te. Esta resultante es la diagonal del paralelepipedo 4 R
construido sobre las tres rectas PQ y S.
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Si el paralelepipedo es rectangular se tendrd en el
rectangulo ASRG que AR —AS 4+ 4G, pero en
cl rectangulo A P VG Q setieneque AG =40 +4P,
luego sustituyendo el valor de 4G tendremos
AR =RS +AQ +AP, R'*=Z+ X'V 6
R=VX* + V4 Z%, lo que nos da el valor de la re-
sultante en funcion de las componentes.

X1V

Descomposicion de las fuerzas en dos & mas direccio-
nes,.—Ca=o0 en que hay indeterminacion.

Descomposicion de las fuerzas en dos 6 mads dircc-
czones.—Se dice que una fuerza es descompuesta cuan-
do se hallan las componentes de que seria resultante la
mencionada fuerza.*

Hay que distinguir dos casos, segun que se quiera
descomponer la fuerza en dos, aplicadas al mismo punto
6 cuando se quiera descomponerla en més de dos apli-
cadas tambien al mismo punto.

Primer caso. Este problema considerado en toda
su generalidad es indeterminado, y para convencerse de
ello basta recordar que una recta puede ser diagonal de
infinito numero de paralelégramos, y por lo tanto sélo
sera determinado cuando se nos dé la magnitud y direc-
cion de una de las componentes y aun ¢l problema serid
imposible si las tres rectas (resultante y componentes)
no se hallan en un mismo plano.
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Supongamos, pues, que se trata de descomponer una
fuerza dada R en otras dos P y O dirigidas-segun las
lineas dadas APy AQ (fig. 11) estando estas tres di-
recciones comprendidas en un plano y concurrentes en
un punto 4.

Tomemos sobre la direccion de la fuerza & una par-
te AD que represente su intensidad y por el punto D
tirando las rectas DC y D /3 paralelas 4 las direcciones
dadas AP y AQ, se formara un paralelégramo 4 BCD
cuyos lados 48y AC representaran las fuerzas P y Q.
Si se quiere calcular sus magnitudes formaremos las

proporciones
R:P::sen BAC : sen CADEI:;}
R:Q::senBAC:sen BAD(

en las cuales no hay mds incdgnitas que P y Q.

Si el dngulo #A4C fuerarecto, se tendria suponien-
do el radio =1, sen BAC=1sen CAD=cos BAD
y sen BAD=cos CAD Yy las dos proporciones (3)
seran

R:P::1:cos BAD P—Rcos BAD
R:Q::1:cosCAD Q=Rcos CAD

Resulta de aqui que cuando se descompone una fuer-
za en otras dos que obran segun direcciones rectangula-
res entre si, se encuentra cada componente multiplican-
do la fuerza propuesta por el coseno del angulo que ella
forma con la direccion de esta componente.

Cada una de las componentes si el angulo de sus di-
recciones es recto, es igual  la proyeccion de la fuerza
dada R sobre sus direcciones y se llama la fuerza es-
timada segun esta direccion; asi R cos BAD 6seala
componente 7, es la fuerza R estimada segun la direc-
cion AP,

A medida que el ingulo que forma la fuerza con su
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proyeccion se hace més pequefio, la intensidad de la
compenente se aproxima 4 la intensidad de la resultan-
te R y llega a ser igual cuando el angulo es cero, por-
que entonces la proyeccion es igual d la recta pro-
yectada.

Si se quiere hacer marchar un punto A segun una
direccion determinada por medio de dos rectas concu-
rrentes Py O, conviene que estas fuerzas formen entre
si el angulo mas pequefio posible y asi la resultante R
difiere muy poco de la suma de las componentes, pues
hemos visto que R=~Pcos BAD+ Q cos CAD al
hallar la resultante en funcion de las componentes.

Cuando el angulo en A, formado por las componen-
tes, aumenta, la resultante X disminuye; y en fin, cuan-
do el angulo en A4 de las fuerzas es igual 4 180°, la re-
sultante /2 es igual 4 la diferencia de las componentes,
pues entonces estamos en el caso de la composicion de
dos fuerzas que obran en la misma direccipn y diferen-
te sentido, aplicadas 4 un punto.

Segundo caso. Una fuerza cualquiera R siempre es
descomponible en otras tres X ¥'Z respectivamente pa-
ralelas 4 tres lineas dadas en el espacio con tal que dos
de ellas no sean paralelas porque tomando la parte 4 R
para representar la magnitud de la fuerza R y tirando
por el punto de aplicacion 4 tres lineas paralelas & las
tres dadas en el espacio, se tendra por el punto A tres
planos indefinidos X¥, XZ ¢ ¥Z, y por el punto R
otros tres planos respectivamente paralelos 4 los prime-
ros y estos seis planos determinarin el paralelepipedo
del cual las tres aristas contiguas 47, A Q' y AS, re-
presentan las tres componentes X, ¥, Z.

Si se quiere obtener las tres componentes en funcion
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de la resultante y de los dngulos que ellas forman con
¢sta, llamando = el angulo que la resultante R forma
con AP (fig. 10) se tiene
AR: AP::1:cosxr60R:X::1:co8x

de donde X=R cos=; y llamando g y 1 los dngulos
que Yy Z forman con la resultante, se encontrara que
V=R cosg y Z=R cosy; de donde se deduce que
se encontrara el valor de las tres componentes respec-
tivas multiplicando la resultante por los cosenos respec-
tivos de los tres angulos que su direccion forma con la
direccion de las componentes.

Caso en que hay indeterminacion.—Cuando se tra-
ta de descomponer una fuerza dada en mas de otras dos
en un plano ¢ en mas de tres en el espacio, el proble-
ma es completamente indeterminado: vamos 4 poner
esta indeterminacion en evidencia para el caso mas sen-
cillo, el de una fuerza R (fig. 12) que se trata de des-
componer en otras tres situadas con ella en un mismo
plano y dirigidas segun las lincas 42, AQ y AS.

Pero es evidente que si tomamos sobre'la direccion
AS, p, e, una fuerza cualquiera As, podremos por la
construccion del paralelégramo As R# encontrar una
segunda fuerza A ¢, que compuesta con A4 s dé por resul-
tante la fuerza dada R: descompondremos entonces la
nueva fuerza A7 segun las direcciones AP y AQ; de
este modo la fuerza R sera la resultante de las tres fuer-
zas Ap, Agy As, y esta Gltima, habiendo tomado ar-
bitrariamente sobre una cualquiera de las tres direccio-
nes dadas, es claro que el problema propuesto es sus-
ceptible de una infinidad de soluciones.

Por medio de la descomposicion de las fuerzas con-
currentes en otras tres, se puede reducir la investigacion

4
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de Ia resultante de un nimero cualquiera de fuerzas con-
currentes & la composicion de tres fuerzas rectangulares:
~ para esto se hacen pasar por el punto comun tres rectas
cualesquiera, que de ordinario y para mayor comodi-
dad se toman rectangulares’ entre si; se descomponen
cada una de las fuerzas dadas en tres componentes diri-
gidas segun estas tres rectas auxiliares, y se reduce asi
todo el sistema 4 tres fuerzas rectangulares que se com-
ponen ficilmente, sea por el paralelepipedo de las fuer-
zas, sea por el uso de la formula R*=P*+0* + 5% en
la cual P, Q y S representan las sumas de las compo-
nentes respectivamente reunidas en una sola sobre cada
uno de los tres ejes.

XV

Composicion de dos 6 mas fuerzas paralelas.—Centro
de estas clases de fuerzas.—Par de fuer=asa.

Composicion de dos 6 mds fuerzas paralelas.—

Hay que considerar los casos siguientes:

que sean dos,

‘dh’i;idum&lmitmmﬁﬂn....{ i

que gean dos.
que sean varias,

Fuerzas poavralelas, .
‘dh’:.gzduon santidos contrarios, .3

Antes de pasar 4 estudiar los diferentes casos que
hemos enumerado, es preciso demostrar que cuando una
fuerza P (fig. 13) se aplica 4 un punto libre 4, se puede,
sin cambiar su efecto, cualquiera que sea, aplicarla 4
cualquier otro punto Z de su direccion, con tal que este



43

nuevo punto de aplicacion esté invariablemente unido
al primero.

En efecto, apliquemos 4 las extremidades de la recta
inextensible ¢ incompresible 4 B dos fuerzas P’y P’
izuales & la P, y obrando en sentido contrario APy
BDF’, estas dos fuerzas se neutralizaran por si mismas, y
su introduccion no cambia en nada el sistema primitivo:
pero examinando ahora el conjunto de las tres fuerzas de
otra manera, se puede decir que las fuerzas P P’ aplica-
das al mismo punto 4 y que obran en sentido contra-
rio se destruyen y no queda mas que la fuerza P’, que
no es otra que la 2 trasportada al punto 2 de su di-
reccion.

Primer caso. Sentado esto, sean F v F” dos fuer-
zas paralclas aplicadas en los puntos Ay B deun cuer-
po solido y que obren en el mismo sentido (fig. 14).

El cthbrio del solido no se alterara aplicando en
A v B, siguiendo la direccion B4 y en sentido con-
trario, dos fuerzas iguales + R y i, cuya intensi-
dad queda arbltrarla El sistema de las cuatro fuerzas
£, F', Ry —R es, pues, equivalente al de las dos
FyF.

Ahora bien, las dos fuerzas concurrentes R y / se
componen en una fuerza Unica 4S por la regla del
paraleldgramo; de la misma manera las /" y —R
tienen por resultante la B/7; luego la resultante delas
[7y F” sera, pues, la resultante de las fuerzas 4 S y BH,
que son concurrentes'y cuyas direcciones se encuentran
en un punto O.

Segun el lema fundamental, las fuerzas 4S5 y B/
pueden suponerse aplicables en este punto O, y alli des-
componerse cada una en dos direcciones, la una parale-
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la & AB yla otra paralela & las fuerzas 'y #'. La
fuerza OS'=AS, dard por esta descomposicion ura
fuerza I, igual y paralela 4 la R, y una fuerza OF,
igual y paralda ala £ la OH'==BH, dara asimismo
una fuerza —R', igual y paralela 4 —R, y una fuerza
OF',, igual y paralela arF.

Las fuerzas K y — R’ iguales y aplicadas en sentido
contrario @ un mismo punto se destruyen y sdlo que-
dan las dos fuerzas 7, y F'y, iguales y palalclab a las
F y F'y que por estar aphcadas en un mismo punto O
y obrando en la misma direccion y sentido, sesuman y
dan lugar 4 una resultante igual 4 su suma, y por lo
tanto izual a F4-F" y aplicada en O.

Esta resultante puede suponerse aplicada en un pun-
to / de la recta 4B que una los puntos de aplicacion
de las componentes.

Para determinar este punto, observaremos que, sicn-
do semejantes los triangulos SFA y 470, tencmos la
proporcion

y que la semejanza de los triangulos O/B y BF /{ da

IB_F'H R
0 BF F

y dividiendo miembro & miembro estas proporciones,

tenemos
AI F' .

IBF
¢l punto Z, divide, pues, a la distancia 45 de los pun-
tos de aplicacion en partes inversamente proporcionales
a las magnitudes de las fuerzas. Luego dos fuerzas pa-
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ralelas y en el mismo sentido, tienen una resultante que
cs paralela 4 dichas fuerzas, y en el mismo sentido que
cllas, cuya magnitud es igual & la suma de las propues-
tas y su punto de aplicacion esta en la recta que une los
puntos de aplicacion de las dadas y divide & esta recta
cn partes inversamente proporcionales 4 las magnitudes
de estas fuerzas.

Podemos observar que la posicion del punto 7, inter-
seccion de la resultante con la 4 B, depende solamente
de la relacion de las dos fuerzas F y F', y no de sus
magnitudes absolutas ni de sus direcciones: luego pode-
mos afiadir que el punto de aplicacion de la resultante
de dos fuerzas paralelas esta sobre la recta que une los
de aplicacion de éstas, y no varia aunque se alteren las
magnitudes 6 dirccciones de estas dos fuerzas, con tal
que cllas conserven su paralelismo y la relacion de sus
magnitudes.

Si las dos fuerzas F y F (fig. 13) son iguales, ¢l pun-
to 7 de aplicacion de la resultante sera ¢l medio de la
linea A B. Tomemos, en efecto, las dos fuerzas R y —R
iguales a las F' y F'; la resultante de Ry F sera la bi-
sectriz del dnrfulo que cllas forman, y a causa de ser
O[T paralela a AF el triangulo 4 O/ sera isdsceles; por
una razon semejante, el tlmnoulo B O/ tambien sera
isdsceles y se tendra que AI=IO v /0=IB, luego
I4=IB. _

Segundo caso. Supongamos que varias fuerzas pa-
ralelas 7, /77 F"... (fig. 16) estén aplicadas respectiva-
mente a los puntos 4, 7, C... de un cuerpo sdlido, y
que estas fuerzas estén todas dirigidas en el mismo sen-
tido. Se podra, aplicando el teorema precedente, deter-
minar la resultante de todas ellas.
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En efecto, unamos 4 con By dividamos la distancia
A B en un punto / tal que se tenga

AI F
IB F

Podemos reemplazar las dos fuerzas /'y /" aplica-
das respectivamente & 4 y B por una /4-F" aplicada
en /. Unamos / con C y tomemos sobre esta recta un
punto 7 tal que .

' I F
IC F+F

el punto /” serd el de aplicacion de la resultante de
(FF+F') v F’, la cual serd igual & la suma /A4 F'+ F"
y asi seguiriamos hasta que se haya concluido con todas
las fuerzas. La resultante general sera igual a la suma
de todas las fuerzas dadas y paralela 4 su direccion co-
mun. Los puntos 7, 7', /"... obtenidos sucesivamente,
son independientes de las magnitudes absolutas de las
fuerzas y de su direccion; el dltimo punto obtenido es
independiente del ¢rden en que se hayan tomado los
puntos dados para la composicion de las fuerzas.

Zercer caso. Sean dos fuerzas F'y F' paralelas
pero dirigidas en sentido contrario (fig. 17), y aplica-
das en los puntos .4y B de un mismo sistema s¢lido.

Vamos 4 hallar su resultante, deduciendo la solucion
de este problema de la composicion de fuerzas paralelas
que obran en el mismo sentido.

En un punto C de la recta AB prolongada hacia el
lado donde esta aplicada la mayor de las dos fuerzas,
apliquemos dos fuerzas #* y —F”, iguales, coftrarias
y paralelas @ la direccion comun de las dos fuerzas
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F y F'. Esta adicion de dos fuerzas iguales y contra-
rias en nada cambia la resultante del sistema de las fuer-
zas dadas. Ahora bien, tomemos la fuerza £ igual 4 la
diferencia F—F" y la distancia AC tal que se tenga

F» AB
F~AC
Resulta de esta construccion que las fuerzas F'y — F”
tienen una resultante igual y contraria 4 la F, pues sicn-
do —F" y F’ paralelas y dirigidas en el mismo senti-
do, tienen una resultanteigual a susuma F"+F"y como
F'—=F—F  esta suma serd pues F—F +F'=F":
luego las tres fuerzas F, F'y —F” se equilibran; luego
la fuerza —F” es igual y contraria & la resultante de
las otras dos F' y F', y por consiguiente la resultantc
de éstas es F", que es igual y contraria a — F”. Luego
dos fuerzas paralelas y que obran en sentido contrario,
tienen una resultante, paralela 4 la direccion de ellas,
igual a su diferencia, v su punto de aplicacion esta en
la recta que une los de ésta y 4 una distancia de ellos
inversamente proporcional 4 las fuerzas adyacentes.
puesto que de la relacion

F” AB ,F—F AB

Ty 4 —5—4¢g % deduce
F—F+F_AB+4C .. F_CB
7 ac 29" 57 0a

y ademds la resultante estd dirigida en sentido de la
mayor. '

Si F' esigual 4 F, entonces la resultante F—F =0,
y entonces para hallar la distancia del punto de aplica-
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cion de la resultante tendriamos que de la férmula « se
deduce 40=> ?,A =z ﬁAB—m es decir, que el punto
de aplicacion estaria en el infinito.

Cuarto caso. Si tenemos varias fuerzas paralelas,
unas actuando en un sentido y otras en ¢l opuesto, se de-
termina la resultante de todas las que acttian en el mismo
sentido y despues la resultante de todas las que actian
en el opuesto, y cl sistema viene & quedar reducido 4 la
resultante de dos fuerzas paralelas y que obran en sen-
tidos contrarios; luego estamos en el tercer caso.

Centro de fuerzas paralelas.—Supongamos que las
cuatro fuerzas F, F', F”, F” (fig. 18), sin cambiar de
magnitud, sin dejar de ser paralelas y de pasar por los
puntos de aplicacion 4, B, C, D, vienen 4 tomar en el
espacio las pomctoncsff S, f". Si se busca la re-
sultante siguiendo el mismo ¢rden que en el caso ante-
rior, sc encuentra que la resultante x de /'y £ tiene el
mismo punto de aplicacion O que la resultante X de
FyFilaxy /" cl mismo punto quelade X'y F', y
asi sucesivamente, de modo que la resultante general de
las fuerzas / /* /”... tendra el mismo punto de aplica-
cion de la resultante general de F, F', F"... y esto ¢s
en general, cualquiera que sea el nimero de fuerzas; de
donde se deduce que el punto de aplicacion de la resul-
tante de varias fuerzas permancce el mismo, de cual-
quier manera que el conjunto de todas ellas se incline,
con tal que conserven sus puntos de aplicacion, sus in-
tensidades y su paralelismo.

Este punto de aplicacion comun de las diversas re-
sultantes asi obtenidas, se llama centro de las fuerzas
paralelas, y su consideracion es muy importante, como
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se verd al tratar de la investigacion de los centros de
gravedad.

Par de fuerzas—Hemos visto en el caso anterior
que cuando dos eran paralelas, iguales y obraban en
sentido contrario, ¢l punto de aplicacion de la resultan-
te de estas dos fuerzas se hallaba en el infinito; al con-
junto 6 sistema de fuerzas de esta clase es lo que se de-
nomina par de fuerzas.

Vamos a ver qué interpretacion le podemos dar 4 esc
resultado encontrado por la férmula. Si las dos fuerzas
F y I, en lugar de ser iguales, difiriesen en una canti-
dad muy pequu’m, la resultante, que es igual & esa di-
- . ; > . FixxAl:
lcrencia, sceria muy pequefia. y su distancia 4¢= G
seria muy grande a causa de ser su denominador F" muy
pequeio: asi, pues, cuanto mds se aproximen las fuer-
zas A ser :guale:; mas disminuye la resultante y mas
aumenta la distancia del punto adonde ella esta apllca—
da: de modo que cuando las dos fuerzas llegan a ser
perfectamente iguales, la resultante es nula y la distan-
cia del punto de aplicacion infinita: lo que parece dar &
entender que no hay entonces resultante, ¢ en otros tcr-
minos, que no se puede encontrar una fuerza unica que
haga equilibrio & dos fuerzas iguales, paralelas y que
obran en sentido contrario.

Pero para no dejar duda sobre esto, vamos 4 ver si
es posible encontrar una fuerza que haga equilibrio &
otras dos F' y —F, iguales, paralelas y contrarias.

Desde luego, cualquu.ra que sea la posicion de esta
fuerza, tnica con respecto 4 las dos propuestas, se lc
encontrara inmediatamente, en un sentido contrario, otra
posicion completamente semejante con relacion a las

|
b
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mismas fuerzas, porque todo es simétrico; luego si una
fuerza F” equilibra d las dos F y —F, hay otra —F™.
igual, paralela y en sentido opuesto, que la equilibrara:
agreguemos esta segunda fuerza —F” y destruydmos-
la inmediatamente con otra F”, igual y contraria 4 ella;
luego habrd, pues, equilibrio entre las cinco fuerzas -
F', F,—F,—F"y F’}; pero puesto que hay ya equi-
librio entre F, —F y —F”, deberia haberlo tambien
entre F” y F”, lo que es imposible, puesto que son fuer-
zas paralelas, iguales y que obran en el mismo sentido:

, pucs, las dos fuerzas F y —F no pueden estar
equtlrbrada» por ninguna simple fuerza, v, por lo tanto.
carecen de resultante tnica.

\VI

Descomposicion de una fuerza en dos & mis direcciones
paralelas a ella,—Cn=0 en que hay indeterminacion.

Descomposicion de una fuerza en dos 6 mas direc-
ciones paralelas d ella.—FEn la descomposicion de una
fuerza en dos direcciones paralelas 4 clla, pueden presen-
tarse tres casos: 1.°, descomponer una fuerza en dos di-
recciones paralelas i ella, siendo conocidos los puntos
de aplicacion de las resultantes: 2.°, conocida una de las
componentes y su punto de aplicacion, determinar el de
la otra fuerza y su intensidad, y 3.°, conocidas las in-
tensidades de las componentes, determinar sus puntos
de aplicacion.

Primer caso. Fste caso se resuelve valiéndonos de
la propiedad que tiene ¢l punto de aplicacion de la re-
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sultante de dividir 4 la recta que une los de las compa-
nentes en partes inversamente proporcionales & sus in-
tensidades. .

Sea, pues, OR la resultante y 7 y # los puntos de
aplicacion de las componentes (fig. 19); construyamos
cl paralelégramo .Mmn NV sobre las rectas mny OR
y unamos M con z por medio de la recta Mz, la cual
cortard a la OR en I; las partes O ¢ IR seran las
intensidades de las componentes. En efecto, los tridangu-
los semejantes Wmn o I On nos dan

Mm:mn::01: On
y delos M Nny MR I se deduce que
Nn:MN::IR: MR
pero como Mm=Nn=Ry MN=mn y MR=mnmo,
tendremos

ﬁ;;f:;;?_érjg:l:OI:on::I.Bfom, 6 bienon:om::@I: IR

luego quedando la recta 22 dividida en el punto O de
aplicacion de la resultante 2 en dos segmentos inversa-
mente proporcionales a las magnitudes OI ¢ I R, se de-
duce que &stas son las intensidades de las componentes.

Para el caso en que las fuerzas obren en sentidos con-
trarios es la explicacion anterior, referida a la figu-
ra 20.

Segundo caso. Supongamos que se nos dé la com-
ponente P (fig. 19), y el punto de aplicacion ;
entonces, como J7z=R ¢ igual a la suma de las com-
ponentes, si de la resultante & quitamos la componen-
te Pm, nos quedara la parte P, que sera igual en in-
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tensidad 4 la otra componente, y para encontrar su pun-
. to de aplicacion construyamos sobre los lados Py
MR=mo, conocidos, el paralelégramo PMRI, y ti-
rando la diagonal A/1, el punto 7, donde esta diagonal
corta  la m0 prolongada, sera el de aplicacion de di-
cha tuerza.

Tercer caso. Siendo dadas P, Qy R para buscar
los puntos de aplicacion, tiraremos por ¢l extremo de
R (fig. 19) la MN paralela 72z y dividamos @ R en cl
punto I en dos segmentos tales que OI=2 ¢ I R=0:
entonces, trazando por J una oblicua cualquiera, 477 cor-
tara & s2n 'y M N en dos puntos 2 y A, por donde pa-
san las direcciones de Q y 2, y trazando por M la pa-
ralela @ R, en donde corte & 722 sera el punto de apli-
cacion de 2, y el de Q es ¢l otro =.

Supongamos ahora que queremos descomponer la
fuerza en tres direcciones paralelas 4 la suya, y pasando
por tres puntos tales que el plano determinado por ellos
no contenga a la direccion de la fuerza ni le sca pa-
ralelo.

Sea O el punto de aplicacion de la resultante R y «i-
tuado en ¢l plano de los 4, B, C. por donde han de pasar
respectivamente las tres componentes buscadas (hig. 21):
formemos el triangulo ABC y unamos el punto O 4
uno cualquiera de los vértices, al 4, $, ¢; sea D el punto
de encuentro de OA con el lado opuesto BC : descom-
pondremos entonces la fuerza R en dos componentes,
una P aplicada en A y otra la /t— Paplicada en 2 y des-
pues la R—P en otras dos, una /7’ aplicada en B y otra
P” aplicada en C, siendo por lo tanto P+ P=R—P,
y asi habremos resuelto el problema.

La relacion entre estas tres fuerzas puede establecer-
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se por las consideraciones siguientes: la primera des-
composicion nos da

B:P::AD 0D

v si se tiran las dos rectas OB y OC, se ve que las li-
neas AD y OD son proporcionales a las alturas, y por
consiguiente, a las dreas de los triangulos 4 BC y BOC.
que tienen la misma base BC.

Ejecutando lo mismo respecto a los otros dos verti-
ces B y C, se obtendran relaciones andlogas, y podemos
establecer:

R:P ::ABC:BOC}

R:P ::ABC:40C R:P.P: F":: ABC: BOC:A0C: AOB
R:P':: ABC: A0B)

lo que nos dice que si la fuerza dada estd representada
por el arca del tridngulo que determinan los puntos de
aplicacion dados 4 las componentes, cada una de estas
tres fuerzas estara representada por el triangulo que se
obtienc uniendo el punto de aplicacion de la resultante a
los de las componentes.

Si el punto O estuviese fuera del triangulo ABC.
podria efectuarse la misma  descomposicion, solamente
(que los triangulos que se obticnen uniendo este punto
sucesivamente con dos, cualesquicra de los puntos de
aplicacion dados, no estarian en el interior del tridngulo
ABC, y la suma de éstos no seria igual al area de éste,
del mismo modo que la resultante no seria tampoco igual
ala suma de las componentes, pues al unir el punto O
con el 4, larecta 4O cortaria al lado del triangulo BC
en el punto D, y al tratar de descomponer la fuerza R
en dos paralelas, por estar el punto de aplicacion a uno
de los lados de los de las componentes y no entre ellos.
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resultaria que una de las componentes tendria que actuar
en un sentido y la otra en sentido contrario, y en gene-
ral, segun la posicion del punto O, habrd una 6 dos
componentes que obren en el mismo sentido que la re-
sultante, y dos ¢ una en sentido contrario; la diferencia
entre la suma de las fuerzas que obran en el mismo sen-
tido que la resultante y la suma de las fuerzas que obran
en sentido contrario, serfa igual 4 esta fuerza R, del
mismo modo que el drea del triangulo A4 5 C seria tam-
bien igual al exceso de la suma de las dreas correspon-
dientes 4 las primeras fuerzas sobre la suma de las dreas
correspondientes 4 las segundas, lo cual se comprueba
por la inspeccion de la figura 22. '

Casos en que hay indeterminacion.—El problema
(ue consideramos puede ser indeterminado en el caso
en que se proponga la descomposicion de una fuerza en
otras tres en direccion paralela a la suya, y situadas con
ella en el mismo plano, pues es evidente que pudiendo
ser la recta propuesta considerada, bien como la resul-
tante de dos paralelas 4 ella v que obrasen en el mismo
sentido, ¢ bien en sentido contrario, se puede, a volun-
tad, tomar uno 0 otro caso, y halladas las dos compo-
nentes, considerar 4 una de cllas como resultante dc
otras dos paralelas a su direccion, y a su vez en ¢l mis-
mo sentido ¢ cn sentido contrario; de modo que si bien
podemos hallar Jas tres componentes pararelas 4 la fuer-
za dada, el sentido de estas componentes queda a nues-
tro arbitrio, lo que da la indeterminacion del ptoblema,
y ya vimos que para hacer desaparecer esta indetermi-
nacion no teniamos mas que considerar & las fuerzas en
distinto plano del de la fuerza propuesta.

Tambien puede haber indeterminacion si aun cuando
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supusi¢éramos que ¢l plano determinado por los puntos
de aplicacion de las componentes no contiene & la direc-
cion de la resultante, quisicramos descomponer 4 esta
altima en mds de tres direcciones paralelas. En efecto.
se podria aplicar 4 todos los puntos dados, excepto tres
de ellos, fuerzas arbitrarias en cuanto 4 su magnitud y
al sentido en que obrasen; estas fuerzas darian lugar &
una resultante &’ : se descompondria la fuerza dada &
en dos fuerzas, de las cuales fuese una la R, y desig-
nando la otra por &, seria necesario considerarla como
la resultante de tres fuerzas que pasen por los tres ulti-
mos puntos de aplicacion, lo cual, segun hemos visto.
determinaria completamente & estas fuerzas; luego la
recta propucsta, si bien ha sido reemplazada por «cuatro
fuerzas, una de ellas la R, es arbitraria, y por lo tanto.
completamente indeterminado el problema.

Asi, en general, cuando se da un ntimero 2 de pun-
tos, las fuerzas seran arbitrarias para m—3 de ellos, v
las que pasasen por los otros tres, se podran determinar
enseguida en funcion de estas arbitrarias.

) Xvii

Definicion de momento de una fuerza con relacion a4 un
punto, a una recta ¥ 7 un plano.—Propiedad de los mo-
menios de las resnltantes y de las comnponentes,

Definicion de momento de una fuerza con relacion
& un punto, & una recta y d un plano.—Se llama mo-
mento de una fuerza al producto de esta fuerza por una
distancia; asi, pues, diremos que el momento de una
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fuerza con relacion & un punto es el producto de lain-
tensidad de esta fuerza por la perpendicular bajada des-
de el punto a la direccion de ella, el cual se llama cen-
tro de momentos.

Se llama momento de una fuerza F (fig. 23), con re-
lacion 4 una recta 4B, al producto de la proyeccion
F’ de la fuerza sobre un plano R R’ perpendicular 4 la
recta 4B, por la distancia A4S del punto en que la rec-
ta AB atraviesa al plano RR’ 4 dicha proyeccion /;
esta distancia es igual @ la perpendicular comun a la
fuerza y a la .4 B, que sc llama eje de momentos.

Y. finalmente, momento de una fuerza con respecto
a un plano, al producto de la intensidad dc esta fuerza
por la distancia de su punto de aplicacion al plano.

De las definiciones precedentes resulta que el momen-
to de una fuerza con relacion 4 un punto es nulo cuan-
do el punto esta situado sobre la direccion de la fuerza,
porque entonces la distancia del punto 4 la recta es cero.

El momento de una fuerza con relacion & un cje
puede ser nulo de dos maneras: primera, cuando la
[uerza encuentra al eje, porque entonces el pi¢ del cje
esta situado sobre la direccion de la fuerza proyectada
sobre un plano perpendicular al eje, y segundo, cuando
la fuerza es paralela al eje, porque entonces la proyce-
cion de la fuerza sobre un plano normal al eje es nula:
estos dos casos estan comprendidos en‘el” enunciado
siguiente: el momento de una fuerza con relacion 4 un
eje es nulo cuando la direccion de la fuerza y el eje de
los momentos estdn en un mismo plano.

Se le asigna en los cilculos 4 los momentos de las
fuerzas los signos + G — segun los convenios si-
guientes:
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Cuando varias fuerzas obran en un mismo plano, se
imagina que los puntos de aplicacion de estas fuerzas
son arrastrados cada uno en la direccion misma de la
fuerza que lo solicita: cada uno de cstos desplazamien-
tos ficticios puede ser considerado como el resultado de
una rotacion alrededor del punto, tomado en ¢l plano
por centro de monientos: cuando la rotacion ¢s en un
sentido convenido se le asigna el -+, y cuando esen el
contrario el — ; asi, por cjemplo: si O (fig. 24) es ¢l
centro de romentos y Iy F' las fuerzas aplicadas en
Ayd,e momento de la fuerza F, con relacion al
puan s +FXO0A, ycelde F'sera —F" " X0A.
v la suma de cllos serd FXOA—F X 0A.

El momento de una fuerza con relacion 4 un eje re-
cibe ¢l mismo signo de la fuerza proyectada sobre un
plano perpendicular al eje. El convenio admitido respec-
to & los signos de los momentos con relacion & un pun-
to, comprende otro andlogo relativo 4 los signos de los
momentos con relacion 4 un ¢je, y por consiguiente,
otro parecido @ los momentos con relacion & un plano.

Sea, por ejemplo, A F una fuerza aplicada al punto A4
y obrando en el sentido AF, y sean OX, OF, 07
(figura 23) tres ejes coordenados rectangulares.

Proyectemos la fuerza sobre los tres planos XO Y,
Y0z, ZO X, que son respectivamente normales a los
tres cjes, y obtendremos asi las tres fuerzas A'F', A"F",
A" F”: desde el punto O bajemos las perpendiculares
OP, OF, OF alas tres fuerzas: los momentos de la
fuerza AF, con relacion & los tres ejes, seran en valor

absoluto

con relaclona.l eje OZ A" F' <OP
» » OX A" F" < OP'
» ) » 0O A"F"x<O0FP*

[
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pero la direccion de la fuerza A'F" tiende 4 arrastrar
al punto A4’ alrededor del punto O y en el sentido que
llevaria al ¢je O ¥ hacia el O X es decir, en sentido ne-
gativo; se deberd, pues, dar el signo — al momento
con relacion al ¢je O Z: al contrario, la fuerza 4"F” tien-
de 4 arrastrar su punto de '1phcacmn en el sentido de
O Y hacia O Z, es decir, en sentido positivo, y la fuer-
za A" F” tiende asimismo a arrastrar su punto de apli-
cacion en el sentido de OZ hacia O X, sentido igual-
mente positivo; se dard, pues, el signo -+ & los momen-
tos con relacion & los ejes OX y OV y en definitiva,
los momentos de la fuerza A F, con relacion 4 los tres
ejes, sera

con relacional 0Z... —A ' F'><0pP
» » » OX...+A"F"<0F
» » vy OY...+A"F"><0P"

El valor absoluto del momento de una fuerza puede
ser representado por un drea plana.

Sea, en efecto, 4 el punto de aplicacion de una fuer-
za, AF la fuerza en magnitud y direccion, y O el cen-
tro de los momentos, tomado en el plano de las {uerzas
(figura 26). Bajemos desde el punto O la perpendicular
OP sobre AF. El valor absoluto del momento de
la fuerza con relacion al punto O sera el producto
AFXOP. Ahora bien; unamos O con 4 y F: el tridn-
gulo OAF asi formado, tiene por medida la mitad del
producto de su base AF por su altura OP, y como
ese producto es el momento de la fuerza AF con rela-
cion al punto O, se deduce que este momento es el
doble del 4rea del triangulo O 4 7.

La misma interpretacion geométrica puede darse al
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momento de una fuerza con relacion 4 un eje, y es igual
al doble del drea del triangulo que tiene por base la pro-
yeccion de la recta sobre un plano normal al ¢je, y por
vértice el pi¢ del eje, lo que equivale a decir que el mo-
mento de la fuerza con relacion al eje es igual en valor
absoluto al doble de la proyetcion sobre un plano nor-
mal al eje del tridngulo formado, uniendo un punto
cualquiera del eje con la extremidad de la recta que re-
presenta la fuerza.

Se observara que en estas clases de productos, uno
de los factores representa una longitud, y el segundo
factor una fuerza, siendo independientes las respectivas
unidades. La Mecanica presenta varios ejemplos de can-
tidades complejas que resultan de la multiplicacion de
factores, que representan cantidades de naturalezas di-
ferentes.

Propiedad de los momentos de la resultante y de
las componentes.—El momento con relacion a una
recta XY de la resultante de dos 6 de varias fuerzas,
paralelas ¢ concurrentes, es igual 4 la suma algebraica
de los momentos de cada una de estas fuerzas con re-
lacion @ estarecta X VY.

Supongamos que no haya mas que dos fuerzas que
componer y que estén cn un mismo plano, pudiendo
ser paralelas 6 concurrentes. Tomemos los momentos
de estas fuerzas con relacion & un punto O de su plano,
es decir, con relacion 4 un eje normal al plano que pase
por el punto O.

1.” Silas fuerzas F y F' son paralelas (fig. 27),
bajemos desde el punto O una perpendicular comun
O AR i sus direcciones; podremos admitir que 4 y B
son los puntos de aplicacion de las fuerzas F' y F'.
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La resultante R sera igual 8 F+F  y estara aplicada
en un punto / de la recta A 5, tal que se tendra
AI_F
IB" F
de la cual se deduce:
Al F _F
AI+IB=AB F+F R

de donde RXAI=F%AB
afiadamos 4 los dos miembros de csta igualdad

(F+F')X0A, y tendremos:
Rx<AI+(F+F )<OA=F'<AB+(F+F)=x0A

& bien
R(AI+-OA)=F<0OA+F(AB+0A)
RBx<OI=F<0A+F>=<0OB

ecuacion quc demuestra que el momento RXOI de
Ja resultante con relacion al punto O, es igual & la suma
de los momentos F )X 0 A, F' X0 2B de las componen-
tes con relacion al mismo punto. Lo mismo se verifica-
ra si las fuerzas fueran paralelas y dirigidas en sentido
contrario. La ecuacion final es idéntica, con tal que se
les d¢ signos convenientes & los momentos.

Se podria tambien demostrar que, gracias al empleo
de los signos, se aplica el teorema al caso en que el cen-
tro de los momentos esti comprendido entre las dos
fuerzas. .

Se puede concluir de aqui que la superficie del trian-
gulo ORI es la suma algebraica de las areas de los

tridngulos OAF y OBF'.
- 2. Supongamos que las fuerzas no sean paralelas.
Sean AF y AF' dos fuerzas concurrentes (fig. 28);la
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resultante /R estd representada en magnitud y direc-
cion por la diagonal AR del paralelégramo AFRF",
construido sobre ellas, y el teorema de' los momentos
se convierte en la igualdad

area O AR —=4rea OAF +area OAF'

Ahora bien: los tres tridngulos O 4R, OAF vy
OAF', que tienen una base comun OA4, son en-
tre si como sus alturas, es decir, como las distancias
RK,FH, F H delos puntos R, F 'y F' a esta base.

Por ¢l punto F, tiremos FLZL paralela 4 0.A4:
la figura /ZKLF sera un rectingulo en el que
F H=—=KL; ademas, los dos trlarquOs FLRyAHF'
son ructannrulm en L y en /', tienen el angulo FRL
icual al 4F M por tener sus lados paralelos, y por
ultimo, sus hipotenusas FR y AF' son iguales por la-
dos opuestos del paraleldgramo; luego ¢l lado LR es
igual al F' /", y por lo tanto

RE=FH+F I

de dondc se deduce que el triangulo OA R es la suma
de los otros dos triangulos, lo que demuestra este teo-
rema, que en Estatica recibe ¢l nombre de Teorema de
Varignon.

Se puede demostrar que ¢l teorema de los momen-
tos para dos fuerzas paralelas no es mds que un caso
particular de cuando son concurrentes.

Sea, en efecto (fig. 29), dos fuerzas 4AF y A'F’,
dos fuerzas aplicadas 4 los puntos 4 y A'; sea R su
resultante, que se puede suponer aplicada @ un pun-
to 4" cualquiera de su direccion. Desde un punto
cualquiera O, tomado en el plano de la figura, bajemos
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perpendiculares OP, OP, y OP" sobre las direccio-

nes de las tres fuerzas, y tendremos en virtud del teo-
rema de momentos

R<OP' =F< 0P+ F ><0P

R es ademés la diagonal del paralelégramo, cuyos
lados son F' y F'. Ahora bien; imaginemos que el pun-
to de concurso de las fuerzas F' y F se aleja indefini-

-damente; en el limite, las tres fuerzas R, F y F' serin
paralelas, y la diagonal R del paralelégramo construi-
do sobre /'y F’ se cambiard en la suma F+F' de
las dos fuerzas dadas.

La ecuacion de los momentos, siendo siempre cier-
ta, por muy alejado que esté el punto de concurso de
las fuerzas, seguira verificindose en el limite cuando las
fuerzas lleguen & ser paralelas, y puede servir para fijar
la posicion verdadera de la resultante F'4 F". Suponga-
mos aun dos fuerzas dadas F' y F'; pero que, en lugar

* de tomar los momentos con relacion a un punto de su
plano, se toma los momentos con relacion d una recta
cualquiera XY.

Proyectemos las fuerzas dadas F'y F'y su resul-
tante K sobre un plano normal 4 XY: obtendremos
sobre este plano dos fuerzas /'y /' y una tercera fuer-
za v, proyeccion de A&,y decimos que 7 es la resul-
tantc de £y /. En efecto, el paraleldgramo construi-
do sobre F' y F', caya diagonal es R, tiene por pro-
yeccion sobre este plano un paraiclngramo que tiene
por lados £y /'y por diagonal 7; luego 7 es resul-
tante de f y /'; esto es suponiendo a las fuerzas con-
currentes. Si fussen paralelas, la fuerza R les seria tam-
bien paralela, y serd igual a su suma, y dividird 4 la
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recta que une sus puntos de aplicacion en dos segmen-
tos, que estaran entre si en la relacion 7 pero la pro-

yeccion de la figura sobre ¢l plano normal 4 XY dara
tres fuerzas f, /'y 7, proporcionales a4 F, F' y R: la
fuerza 7 séra, pues, la suma de las fuerzas £ v f*, como
lafuerza R lo esdelas F y F', y el punto de aplica-
cion de 7 dividira 4 la recta que une los de aplica-
cion de /y / en dos segmentos que estaran en la re-
lacion de -},.C; en resimen, que 7 es en todos los casos
la resultante de /'y /. El teorema de los momentos
csta, pues, demostrado para fuerzas proyectadas en el
plano normal; ahora bien, los momentos de 7 £y £,
con relacion al pié¢ de XY, son por definicion los mo-
mentos de R, F' y F' con relacion al eje; luego el teo-
rema de los momentos es igualmente cierto y demos-
trado para el caso en que se tomen los momentos con
relacion & un eje, admitiendo siempre dos fuerzas, ya
paralelas, ya concurrentes.

Es facil hacer extensivo el teorema 4 tantas fuerzas
como se quiera, con tal de que ellas sean paralelas ¢
concurrentes en un mismo punto.

Sean Fy. Fy, Fy .. F,, n fuerzas que satisfacen 4 una
(i otra de las condiciones; para encontrar la resultante
de ellas, se puede componer F; con F, lo que daré una
resultante &,; despues se compondra & con Fj, lo que
dard una resultante &, y asi sucesivamente, hasta que
se haya llegado & componer la tltima fuerza F, con la
penultima resultante &, ,.

En cada operacion se tendra que componer dos fuer-
zas, sean concurrentes ¢ paralelas, y por consiguiente,
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se les puede apllcar el teorema de los momentos, lo que
nos dara una ecuacion, y tendremos

. MoF1 +~MoFe = MoR;
Mo F3 +MORI = Mo Rz

J.fo I‘u + Mﬂ Ria=MoR

y sumédndolas y reduciendo los términos scmejantes,
tendremos: Mo F,+ Mo Fy+...+~ Mo F,=Mo R.

Luego ¢l momento de la resultante es siempre la
suma algebraica de los momentos de las componentes
con relacion & un mismo eje.

ldea sucinta acerca de las condiciones gemerales
de equilibrio de un punto y de un sistema de pun-
tos.—Cuando un punto material, que supondremos pri-
mitivamente en rcposo, llega & estar sometido a la ac-
cion de varias fuerzas, puede suceder que estas fuerzas
se contrarresten mutuamente, de tal modo que perma-
nezca ¢l punto en reposo apesar de la accion de Jas
fuerzas. En este caso se dice que el punto material esta
en equilibrio, 6 bien que Jas fuerzas se equilibran sobre
el punto.

Facil es deducir la condicion & que deben satisfacer
las' fucrzas para que el punto sobre que obran est¢ en
equilibrio. Estas fuerzas, cualesquicra que sean sus va-
lores y direcciones, pueden reemplazarse siempre por
una fuerza Unica, que es la resultante.

El punto somectido solamente a la accion de esta re-
sultante debe, pues, permanecer en estado de reposo.
lo mismo que cuando estaba sometido 4 las acciones
simultineas de las componentes; pero esto no puede
verificarse, 4 ménos que la resultante sea nula; luego
para que un punto esté en equilibrio bajo la accion de
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varias fuerzas. es necesario que la resultante de ellas sea
nala. Ademads, es evidente que esta condicion basta
para que el punto primitivamente en reposo 1o se poi-
ra en movimiento bajo la accion de las fuerzas que se

le han aplicado. puesto que éstas pueden reemplazarse

por su vesultante, y siendo dsta nula. el punto material
se encuentra en el mismo caso que si no estuviese so-
metido a fuerza alguna.

Si muchas fuerzas que obran sobre un punto mate-
rial en movimiento tienen una resultante nula, se dice
cue las fuerzas se equilibran. En el caso en que el punto
estuviese sometido solamente d esta fuerza, se epcon-
traria en las mismas condiciones que si no se le hubiesce
aplicado fuerza alguna. v su movimiento seria de la
misma especie del que tenia antes de la aplicacion de la
fuerza.

Cuando varias fucrzas aplicadas 4 un mismo punto

se equilibran, es claro que una de ellas es igual y di-

rectamente opuesta a la resultante de todas las demas.
Hemos visto que los cuerpos se componen de partes
infinitamente pequedas que se llaman molcculas, y éstas
"eubcn en Mecanica el nombre de puntos maleriales:
la reunion de éstos que tengan entre si cierta depen-
dencia, recibe ¢l nombre de sistema de puntos, y por
lo tanto equivale & un sé/ido: y si los diversos puntos
que componen el sistema no pueden apartarse ni apro-
ximarse entre si, recibe el nombre de szstema de pun-
tos invariables © solido invariable. Esta invariabilidad
no existe realmente en la naturaleza, pues si bien hay
solidos los cuales parece no experimentan deformacion
alguna con tal de que las fuerzas que se les apliquen no
pasen de ciertos limites, es porque esta deformacion
{

ek 2T
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es muy pequefia para ser perceptible; para distinguir es-
tos cuerpos, que son mas 6 ménos deformables bajo
la accion de fuerzas, de los sistemas invariables, de-
signaremos los primeros con el nombre de séZidos na-
turales.

Se dice que un sistema de puntos invariables esta
en equilibrio cuande cada uno de los puntos que cons-
tituyen el sistema se hallan sometidos 4 la accion de
varias fuerzas que se equilibran en ellos; luego la con-
dicion necesaria y suficiente para que un sistema de
puntos invariables est¢ en equilibrio, es que todas las
fuerzas que actan en cada uno de ellos, al componer-
se entre si, den una resultante nula, y como todo siste-
ma de fuerzas puede siempre reducirse 4 dos, es preci-
50 que una de ellas sea igual y contraria 4 la otra.

Vemos, por lo que acabamos de expresar, que la de-
terminacion de las condiciones de equilibrio de un sis-
tema invariable se funda en la reduccion de fuerzas que
actian enun sdlido.

Un cuerpo libre en el espacio esta solicitado por un
numero cualquiera de fuerzas, dandose para cada una de
ellas su punto de aplicacion, su direccion y su intensi-
dad; se trata de reemplazar estas fuerzas por otras equi-
valentes bajo el punto de vista del equilibrio y cuyo nu-
mero sea el més pequefio posible.

Cuando las fuerzas son concurrentes 6 paralelas, puede
reducirselas 4 una fuerza tnica, su resultante, excepcion
hecha del caso en que se obtiene un par: las fuerzas da-
das se reducen entonces @ dos, no pudiéndose levar
mas lejos su reduccion.

Procuraremos probar que se puede siempre reducir
a dos fuerzas un nimero cualquiera de ellas aplicadas 4
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un sistema de puntos invariables, y que la reduccion a
una fuerza Unica s6lo es posible en casos particulares.

Se ve, pues, que ¢l problema del equilibrio de un sis-
tema de puntos invariables estard resuelto cuando ha-
yamos encontrado las leyes de esta reduccion, porque
es evidente que dos fuerzas aplicadas  un sistema inva-
riable no pueden equilibrarse sino con la condicion de
ser iguales y aplicadas en sentido contrario en dos pun-
tos de una misma direccion. Se sabra, por lo tanto, que
un sistema de puntos invariables esta en equilibrio veri-
ficando que las fuerzas que lo solicitan pueden reducirse
a dos que tienen todas las condiciones.

Vamos a probar que se puede siempre reducir las
fuerzas que solicitan 4 un sistema invariable 4 tres fuer-
zas, cuyos puntos de aplicacion son tres, tomados arbi-
trariamente en el sdlido. ‘

Sea F (fig. 32) una de las fuerzas dadas, y M su punto
de aplicacion; podemos suponer aplicada esta fuerza en un
punto O de su direccion; unamos O con 4, By C, que
son tres puntos del sistema, y estas tres rectas general-
mente no estaran ¢n un mismo plano. Se las puede con-
siderar como las direcciones de las aristas de un para-
Iclepipedo, cuya diagonal tendrd por direccion la OF;
se podra, pues, descomponer en el punto O la fuerza
OF =F en tres componentes OR', OS'y 077, diri-
gidas segun Jas 04, OB y OC. En scguida se pueden
trasportar las fuerzas OR, OS ' y O7 & los puntos
A, By C,lo que dari tres fuerzas AR, BS'y C7, que
reemplazaran a la fuerza M F.

Se hara lo mismo para cada una de las fuerzas dadas,
y para cada una se obtendran tres componentes aplica-
dasen 4, By C
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Todas las {uerzas aplicadas en 4 se compondran en
una fuerza unica por el poligono de las fuerzas, y lo
mismo con las aplicadas en By C, y se obtendra asi -
por esta descomposicion y recomposicion tres fuerzas:
la primera aplicada en 4, la segunda en 5y la tercera
en C, que equivaldran a todas las fuerzas dadas. Esta
descomposicion puede hacerse de infinitas maneras, pues
depende de la posicion arbitraria de O sobre la direc-
cion M F.

Visto ya que podemos reducir a tres fuerzas todas
las que acttan en ¢l sistema, vamos a reducir estas tres
a dos.

Por ¢l punto A (fig. 33) arbitrariamente tomado en
la direccion de una de las fuerzas K y la fuerza A8 ha-
gamos pasar un plano: éste cortara generalmente d la
recta CZ en un punto M, donde podemos suponer
trasportada la fuerza 7. Unamos 4 con }M; la recta
AM encuentra a la direccion Z2S en un punto 7. y po-
demos suponer la fuerza S aplicada en este punto. En
el plano A £S MM, tiremos por dos puntos 4 y M dos
rectas 4.4y MM paralelas a 5BS: descompongamos
ia fuerza S en dos paralelas aplicadas en 4 y M: Ia
componente Aslzsx_f—;f y la MSQ:S)\’%,

Se puede reemplazar la fuerza S por sus componen-
tes AS; y M Sy; en seguida se puede componer 4.8, con
ARy MS, con M T por la regla del ‘paralelogramo;
por estas operaciones hemos reducido las tres fuerzas
R, S8y 74 dos equivalentes. y por lo tanto, todas las
del sistema a dos.

Si las dos fuerzas AP y M Q estan en un mismo
plano, pueden reducirse todas a una sola fuerza.
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El razonamiento supone que el plano tirado por el
punto A y la recta ZS encuentra en algun punto & la
C 7. Podria suceder que, tomando al acaso el punto 4
en la dirccecion de A5, el plano 4BS fuese paralelo
ala C7; en este caso se puede cambiar la posicion del
plano y trazarlo de modo que encuentre & C 7, toman-
do otro punto A sobre la recta AR, 6 bien si el plano
ABS no variase de posicion con A, esto seria sefal
de que las dos fuerzas 4 R v BAS estan en un mismo
plano; cllas tendrian, pucs, una resultante tinica, y la
reduccion de las tres fuerzas 4 dos se obtendria por la
composicion dc estas dos fuerzas dadas que se hallan
en un plano, y asi obtendriamos dos fuerzas, que son
esta resultante, y la tercera fuerza.

La consideracion de los pares conduce de una ma-
nera mas sencilla & este mismo resultado.

Sea una fuerza F (fig. 34) aplicada en un punto A4
de un sistema de puntos invariables: tomemos arbitra-
riamente uno de ellos, O, y si no formase parte del
sistema hdgasele formar, uniéndolo 4 ¢l invariablemen-
te. No se cambiard en nada el sistema de fuerzas por-
que se aplique en O dos fuerzas F y—F iguales y
contrarias, y tomaremos estas dos fuerzas iguales y pa-
ralelas & la fuerza 4 F; tenemos, pues, una fuerza F
aplicada en O y dos fuerzas £ y—F aplicadas la una
en 4 ylaotra en O, formando, por lo tanto, un par:
luego toda fucrza F puede ser reemplazada por el sis-
tema formado por ella misma, trasportada & un punto
cualquiera, O, paralelamente 4 si misma, y por un par
cuyo brazo de palanca OP es la distancia del punto O
z la direccion AF de la fuerza.

Podemeos hacer lo misino para cada una de las fuer-
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zas dadas; trasportaremos todas las fuerzas paralcla-
mente & si mismas al punto O, unido invariablemente
al sistema; de este trasporte resultan tantos pares como
fuerzas haya; se compondran en conjunto todas las
fuerzas apllcada:. en O, lo que nos dara una resultante
aplicada en este punto; despues se compondran tam-
bien entre si todos los pares, lo que nos dard un par
resultante; luego todo sistema de fuerzas puede reducir-
se d una fuerza Gnicay 4 un par unico.

El par puede trasportarse adonde se quiera en pla-
nos paralelos, y haremos de manera que una’de las
fuerzas, P, de ¢l (fig. 35) tenga un punto comun A con
la resultante R. Componiendo las dos fuerzas R y 2,
habremos reducido el sistema de las fuerzas a dos com-
ponentes: la fuerza S y la—P.

Observaremos que cualquiera que sea el punto O
donde se trasporte las fuerzas dadas, su resultante R
tendra la misma magnitud y direccion que en el espa-
cio, porque esta resultante es el ultimo lado del poli-
gono de las fuerzas, cuyos lados no varian de magni-
tud ni de direccion en cualquier punto que se le cons-
truya. Esta resultante ha recibido el nombre de resul-
tante de traslacion del sistema de las fuerzas dadas.

La direccion del plano del par resultante y la mag-
nitud de este par varian al contrario con la posicion
del punto O. Visto ya que las fuerzas que actian so-
bre un sistema de puntos invariables pueden reducirse
d dos [uerzas 6 a una fuerza y un par, pasemos a de-
terminar las condiciones de equilibrio de un sistema de
puntos invariables. Si se adopta el primer modo de re-
duccion, para que el equilibrio exista es preciso que las
dos fuerzas sean iguales y obren en sentido contrario
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segun una sola y misma direccion, y si se adopta el
segundo, es preciso que el par resultante y la resultante
de traslacion sean nulos separadamente. Sea, en efecto
(fig. 30), AF y BF" las dos fuerzas 4 las cuales han
quedado reducidas las fuerzas que actuaban sobre el
sistema. Si son iguales y obran en sentido contrario la
una de la otra, segun la direccion 4 2, que une sus pun-
tos de aplicacion, estas dos fuerzas se equilibraran, y
por lo tanto, la condicion enunciada es suficiente; va-
mos & ver que tambien cs necesaria.

Supongamos, en efecto, que el equilibrio tenga lugar
sin que la direccion de la fuerza BF" pase por el pun-
to A. El equilibrio del solido no sera turbado por una
nueva ligazon, cualquiera que sea. Hagamos fijo el pun-
to A (fig. 37). El cuerpo solido dejara de estar ente-
ramente libre,” pero podra girar alrededor del punto 4
de una manera cualquiera. Ahora bien, la fuerza F" obra
por hipdtesis fuera de este punto; tiende, pues, 4 arras-
trar el cuerpo y 4 hacerle girar alrededor del punto
A, y por consiguiente, el equilibrio es imposible a4 mé-
nos que la fuerza B no obrase en la direccion 4B.
Se probaria lo mismo fijando el punto By que la fger-
za AF obre segun la misma recta. Las dos S
£y F’ aplicadas segun la misma direccion, se compo-
nen en una sola € igual 4 su suma algebraica. El cuerpo
hecho libre estaria solicitado por esta resultante y cede-
ria 4 su accion; el equilibrio, pues, seria imposible a
menos que esta fuerza no fuese nula, lo que exige que
las fuerzas F' y F' sean iguales y dirigidas en sentido
contrario; las condiciones, pues, son necesarias y sufi-
cientes.

Supongamos que las fuerzas hayan sido reducidas &
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una fuerza y & un par. Sea R la resultante de traslacion

v (F—17) el par (fig. 38), v AB el brazo de palanca
del par: podemos trasportar ¢l par paralclamente 4 si
mismo de mancra que ¢l punto A esté situado en la di-
reccion de la fuerza K.

Esto supuesto. ¢l equilibrio no se turbara haciendo
fijo el punto A. La tuerza —7° perpendjcular a AB
pasa fuera del punto fijo v tiende & hacer girar al siste-
ma de puntos alrededor de este punto; el Lqulllbz i0 no
es, pues, posible & ménos que /= 0. lo que reduce &
cero el par resultante. Las tuerzas que solicitan al sis-
tema de puntos se reducen, pues, a la resultante de
traslacion R, v el sistema, siendo libre, cederia 2 la
accion de esta fuerza. v por lo tanto no estaria en equi-
librio @ mcnos que ella no fuese nula, luego R=0. kEs-
tas condiciones necesarias son suficientes, porque si el
par es nulo v la resultante dc traslacion tambien lo es,
todo pasa comio si el sistema de puntos invariables no
estuviese solicitado por ninguna fuerza, y entonces su
equilibrio estd asegurado.

‘ N XIX

Definicion de graved:d, peso, densidad y peso especifioo
de los cuerpos homogéneons.

Gravedad es una fuerza en virtud de la cual los
cuerpos abandonados a si mismos caen, cs dear, se di-
rigen al centro de la tierra. La direccion de esta fuerza
se llama vertical, y es la linea recta que siguen los cuer-
-pos en su descenso, la cual se determina por la ploma-
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da en equilibrio, 6 sea la direccion de un hilo en equi-
librio que lleva en un extremo un peso cualquiera.
Siendo la gravedad una causa de movimiento, se la pue-
de considerar como una fuerza. La gravedad ejerce su
accion hasta en las partes mas infimas de los cuerpos,
y actia igualmente sobye todas sus moldculas; porque
la experiencia demuestra que cn el vacio, es decir, en
un espacio privado de aire, cuerpos de masas desiguales,
como una bala de plomo. una esfera de corcho, etc.,
cacn desde la misma altura con igual velocidad: de
donde se deduce que las moléeulas de un cuerpo que
cacn descienden todas de la misma manera que si es-
tuvieran unas junto a otras sin ningun enlace entre si:
de modo que la accion de la gravedad se ejerce sobre
todas las moléculas y con :ﬂual intensidad en cada una
de ellas.

La intensidad de la gravedad varia en razon inver-
sa del cuadrado de la dl:.?,anc:a del cuerpo al centro de
la tierra, porque no es mas que un caso particular de
la ley de la atraccion universal, en virtud de la cual los
cuerpos en la naturaleza se atraen en razon directa de
las masas, ¢ inversa del cuadrado de las distancias.

Peso.—Hemos visto que sobre cada una de las mo-
léculas de los cuerpos ejerce su accion la fuerza de la
gravedad y que la direccion de esta fuerza es hacia el
centro de la tierra, y a causa de la gran distancia que
hay desde dicho punto 4 las moléculas del cuerpo, po-
demos considerar & dichas fuerzas como concurrentes
en un punto infinitamente alejado, es decir, como pa-
ralelas; de modo que un cuerpo se encuentra solicitado
en cada una de sus moléculas por fuerzas iguales, para-
lelas y dirigidas en el mismo sentido; luego el cuerpo

8
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estara sometido 4 la accion de la resultante de todas
ellas, la cual es paralela & las mismas, dirigidas en el
mismo sentido, ¢ igual 4 la suma de todas estas fuerzas;
la magnitud de esta resultante es lo que se llama peso
del cuerpo.

Densidad.—Se llama densidad de un cuerpo la
masa que este cuerpo contiene en la unidad de voltmen.
No se puede conocer la densidad absoluta, es decir, la
cantidad real de materia que un cuerpo contiene; puede
Gnicamente determinarse su densidad relativa, 6 sea la
cantidad de materia que contiene d igualdad de vola-
men, comparado con otro cuerpo tomado como unidad.
Este cuerpo, para los sélidos y liquidos, es el agua des-
tilada 4 4° sobre cero del termémetro centigrado; por
consiguiente, al decir que el platino tiene 22, significa-
mos que a igualdad de volimen contienc 22 veces més
materia que el agua. A los gases se les compara con un
cuerpo de la misma naturaleza, el aire atmoslérico, en
razon 4 que conteniendo en igualdad de volimen mu-
cha ménos materia que el agua, resultarian nimeros
muy inferiores 4 la unidad.

Representando por V' el volimen de un cuerpo,
por M su masa y por D su densidad absoluta, es evi-
dente que la cantidad de materia contenida en el voli-

men V sera M=VXD, de donde se¢ deduce que D—:M;

luego podemos decir que la densidad absoluta de un
cuerpo es la relacion de su masa 4 su volumen.

Peso especifico.—Hemos dicho que el peso de un
cuerpo es la resultante de todas las fuerzas de la grave-
dad que actuan sobre sus moléculas. Este es el peso ab-
soluto, que es igual 4 la presion que ejerce sobre el
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obstaculo que le impide caer: esta presion es tanto ma-
yor cuanta mas materia contiene, lo que se expresa di-
ciendo que el peso de un cuerpo es proporcional a su
masa.

El peso relativo es la relacion de su peso absoluto 4
otro tomado por unidad, y se determina por las balan-
zas, romanas, etc.; y el peso especifico es la relacion de
un peso relativo bajo un cierto volimen al de otro vo-
lamen igual de agua destilada 4 4° sobre cero del ter-
moémetro centigrado, que es la temperatura bajo la cual
el agua adquiere su maxima densidad.

El peso de los cuerpos & volumen igual, siendo pro-
porcional & la masa, resulta que si un cuerpo tiene dos,
tres, etc., veces mas materia que el agua, debe ser dos,
tres, etc., veces mas pesado; por consiguiente, la rela-
cion de los pesos, ¢ sea el peso especifico, debe ser la
misma que la relacion entre las masas, ¢ sea la densi-
dad relativa; por lo cual las expresiones densidad relati-
va y peso especifico se consideran equivalentes. Sin
embargo, si la gravedad desapareciera, no habria ni
peso absoluto ni peso relativo, mientras que siempre
existiria la densidad, que es la relacion de la masa al
voltimen.

El peso 2 de un cuerpo siendo proporcional & su
masa M y 4 la intensidad de la gravedad que se repre-

senta por g, tendremos P= Mg, de donde M= %

€omo ges conocida y P se puede determinar por la
balanza, podremos encontrar por esta férmula la masa
de un cuerpo.

Poniendo en vez de M su valor V.D, se tiene
P=V.D.g. Siendo P, V', D' el peso, el volumen y la
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densidad de otro cuerpo, se tendra P’=V'.D'.g, y di-
vidiendo una por otra, tendremos

P_V.D
P V.D
lo que nos dice que los pesos son proporcionales 4 los
productos de los volﬂmencs por las densidades.

Si D= D’P' V" lo que nos dice que los pesos a

densidades iguales son proporcionales a los volimenes.
; ; P D, .
SiV=V’, tendremos =D lo que demuestra que si
los volumenes son iguales, los pesos son proporcionales

a las denbidadeh
VD

V.P
Si P P, la formula nos dara 1_D, 0 bien S
es decir, que los volumenes estdn en razon inversa de
las densidades.

XX

Definicion de centro de gravedad.—Determinacion
prictica de este punto.

Hemos visto que el peso de un cuerpo era la resul-
tante de todas las fuerzas de la gravedad que actuaban
sobre cada una de las moléculas; el punto de aplicacjon
de esta resultante es lo que se llama centro de grave-
dad; de modo que lo podemos definir diciendo que
es el punto por donde pasa constantemente la direccion
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del peso del cuerpo, cualquiera que sea la posicion que
sc le dé. Habiéndose sustituido todas estas fuerzas por
su resultante general, se puede considerar el centro de
gravedad de un cuerpo como un punto donde estd con-
centrada toda su masa. Como las moléculas de un cuer-
po pueden tener una posicion tal que su centro de gra-
vedad caiga fuera de ¢], para que este punto ficticio
pueda entrar en las consideraciones que se van a expo-
ner para su determinacion, es preciso suponerlo inva-
riablemente unido al sistema.

Determinacion prdctica de este punto.—Siendo el
centro de gravedad de un cuerpo el centro de un siste-
ma de fuerzah paralclas, podiamos seguir para determi-
narlo el mismo procedimiento emplcadu para encon-
" trar dste; pero como ol nimero de moléculas es muy
grande, la operacion scria interminable, y hemos de re-
currir & algunos procedimientos practicos.

Cuando un cuerpo esta suspendido de una cuerda por
un punto de su superficie, toma una cierta posicion de
equilibrio. I.a fuerza que tiende & hacerle caer es su
peso, y el punto de aplicacion de esta fuerza es, como
hemos dicho, su centro de gravedad. Si el cuerpo no
cae, es porque experimenta de parte dc la cucrda una
traccion ¢ un osfuerzo dirigido de abajo arriba, que
se equilibra con su peso, y debe por consiguiente serle
igual y directamente opuesto. De aqui se deduce que la
dlreccmn A B (fig. 30), prolongada por el interior del
cuerpo, debe pasar por su centro de gravedad.

Si se suspende e cuerpo por otro punto de su su-
perficie, tomard una nueva posicion de equilibrio (figu-
ra 31); esta nueva posicion de la cuerda CD, pl:olon—
gada al interior del cuerpo, tambien pasara por su cen-
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tro de gravedad. Si se conserva la traza de la primera
recta AB, el centro de gravedad G se hallara en la
interseccion de 4B con CD.

Este método presenta la dificultad del trazado real
de las rectas AB y CD en el interior del cuerpo; pero
si no se deduce por €l exactamente la posicion del cen-
tro de gravedad, nos dara en gran niimero de casos in-
dicaciones suficientes sobre el lugar que ocupa este pun-
to en el interior del cuerpo. Tomemos, por ejemplo,
un baston guarnecido en un extremo por un pufio de
hierro, y en el otro, por una contera del mismo metal.
El baston es simétrico con relacion a su eje longitudi-
nal, y es claro que el centro de gravedad estard bltuado
sobre este eje; bastara, pues, para determinarlo sus-
penderlo de una cuerda hasta que permanezca hori-’
zontal, cuya posicion se le da por tanteos, y el punto
de suspension para mantenerlo horizontal indica el pun-
to del eje donde se encuentra el centro de gravedad;
en efecto, cuando el centro de gravedad de un cuerpo
esta fijo, este cuerpo permanece en equilibrio alrededor
de €l en todas las posiciones que se dé al cuerpo; es
decir, que si se hace girar alrededor de este punto, lle-
vandole & una posicion cualquiera, y se le abandona en
ella, el cuerpo permanece en ella; y asi debe suceder,
puesto que la resultante de las fuerzas de la gravedad
pasaria siempre por este punto fijo, y por lo tanto, su
efecto serd destruido por esta fijeza; y esto se ve en el
baston, que si se le hace girar alrededor del punto,
dandole una segunda posicion, en ella permancce.
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Reglas para determinar el centro de gravednd de una li-
nea limitada de longitud, del perimetro de un polizono
¥ de un arco de circunferencia.

Siendo ¢l centro de gravedad de un cuerpo el centro
de las fuerzas paralelas de la gravedad, aplicadas & to-
das las molcculas de este cuerpo, y siendo estas {uerzas
iguales, se deduce que la distancia del centro de grave-
dad 4 un plano cualquiera es igual 4 la distancia ‘media
de todas las moléculas al mismo plano; por consiguien-
te, la posicion de este centro en el cuerpo no depende
de ninguna manera de la accion de la gravedad, sino
solamente de la manera como todas las moléculas estan
dispuestas las unas respecto de las otras, es decir, que
depende: primero, de la figura del cuerpo 6 del espacio
que ocupa; y segundo, de la densidad relativa de estas
diferentes partes.

Se ve, efectivamente, que si la figura y el volumen,
quedando los mismos, se separan una de otro, en una
cierta parte del cuerpo, y por lo tanto acercindose d
otras del mismo, las fuerzas que obraban sobre ellas, no
estando ya repartidas de la misma manera, la posicion
de la resultante general cambiard, y por consiguiente, la
posicion del centro de gravedad. Asi, en la determina-
cion de este punto es preciso tener en cuenta, no sola-
mente la figura del cuerpo, sino tambien la ley segun
la cual la densidad varia en toda su extension.

Pero si, para resolver mas sencillamente la cuestion,
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se suponen desde luego los cuerpos perfectamente ho-
mogt’neoq ¢ uniformemente densos en todos sus puntos,
la posicion del centro de gravedad no dependerd ya
sino de su figura, y la investigacion de cllos llegara a
ser un blmplc problcma de geometria, pues los pesos
reales ¢ ficticios son proporcionales 4 las Jongitudes, i
las dreas ¢ 4 los volimenes.

En esta investigacion, nos apoyaremos en los lemas
siguientes, que son consccuencias evidentes de la teoria
de las fuerzas paralelas, para que debamos entrar en
detalles de su demostracion:

1. Toda figura descomponible en muchas partes,
que todas tengan sus centros de gravedad en un punto
situado en una recta 6 plano determinado, en ¢l se en-
contrara el centro de gravedad.

2. Toda figura que tenga un eje ¢ un plano de si-
metria, su centro de gravedad se hallard en este eje ¢
en este plaro.

3." T oda ficura que, sin ser simétrica con relacion
4 un punto, 4 un e¢je 6 4 un plano, es, sin embargo,
descomponible en partes que dos a dos tengan pesos
iguales y estén colocadas de tal modo que las lineas que
unan sus centros de gravedad queden divididas en dos
partes iguales por este punto, eje ¢ plano, en €l estard
el centro de gravedad de la figura.

4. Toda figura que tenga un centro geométrico
tiene su centro de gravedad en este punto.

Centro de gravedad de una linea vecta limitada
de longitud.—FEl punto de aplicacion de la resultante
de los pesos iguales de dos puntos materiales esta en el
punto medio de la recta que los une, porque se puede
considerar & estos pesos como dos fuerzas iguales para-
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lelas y que obran en el mismo sentido, y sabemos que
la resultante tiene un punto de aplicacion en el punto
medio de la recta que une los de aplicacion de las fuer-
zas, que son estos puntos.

Por consiguiente, el centro de gravedad de una rec-
ta material homogénea estd en su punto medio, porque
puede considerarse que esta compuesta de elementos
materiales iguales entre si dos a dos y equidistantes del
punto medio: cada par de estos elementos tiene su cen-
tro de gravedad cn el punto medio de la recta; luego
el centro de gravedad de todos los pares de ch.mentm
O sea de toda la recta, estara en su punto medio.

Para encontrar el centro de gravedad de un sistema
de dos rectas, se unen sus centros de gravedad, es de-
cir, los medios de estas dos rectas, y despues se divide
la recta asi obtenida en partes inversamente proporcio-
nales a los pesos ficticios de las rectas, es decir, 4 sus
longitudes.

Para un numero cualquiera de rectas, formando ¢ no
poligono y situadas ¢ no en el mismo plano, se deter-
mina del mismo modo el centro de gravedad, conside-
rando cada recta como un peso proporcional & su lon-
gitud y aplicado en su medio, y obrando como para la
composicion de fuerzas paralelab

Centro de gravedad del perimetro de un poligono
regular.—Scaa, b, ¢, d, e, f, & (hg. 39) el perimetro
que conaderamm, ak su cuerda, o el centro de la cir-
cunferencia circunscrita y # el radio on.

La linea od, perpendicular a la cuerda, contiene el
centro de gravedad buscado, por ser el eje de simetria
de la figura. Para determinar su distancia al centro o,
consideraremos los momentos de las fuerzas aé, éc,

4
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¢d, etc., aplicadas en sus puntos medios m, w2’ y m”,
respecto al plano perpendicular al eje, y que pase por
o, y cuya traza con el que contiene la linea quebrada es
la recta @' /.

Llamemos z la distancia buscada Go, Z la longitud
de la linea quebrada, ¢ la de la cuerda a4, y siendo el
momento de la resultante de varias fuerzas paralelas con
respecto & un plano igual 4 la suma de los momentos
de las componentes con respecto al mismo plano, ten-
dremos

lr=abx<xmk+bexm' k' +cd>xm”k +... (x)
pero los triangulos semejantes @ég y mko nos dan
ab:agq::om:mk
de donde m.{-*amX—:rX ) del mismo modo

b'e cd ;
m'k =y —m b =r— - °c., y sustituyendo estas ex-

presiones de la ecuacion (») tendremos Zxr—r.a'é' -
7.6 c+r.cd+.. 6 bien le=r(@ab+bc+cd+... )=

r.ah=7.c, de donde x:r—f(ﬁ) 6bien:c::7: x.

Lo que manifiesta que el centro de gravedad de la
linea poligenal regular se halla sobre el eje de simetria
y @ una distancia del centro de la circunferencia inscrita
igual a la cuarta proporcional entre la longitud del pe-
rimetro, su cuerda y el radio de la circunferencia ins-
crita.

Como caso partlcular vamos a encontrar el centro de
gravedad de la linea quebrada que forma el contorno
del triangulo 4 BC (fig. 40).
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La cuestion se reduce 4 hallar el punto de aplicacion
de la resultante de tres fuerzas paralelas aplicadas en los
puntos medios de 4', B',C’, de los lados BC, AC y AB,
y proporcionales rcapectlvamentc & las longitudes de
estos lados.

El punto D de aplicacion de la resultante de las fuer-
zas aplicadas en 4" y C' dividird 4 la recta 4'C en
partes inversamente proporcnonales a los lados CABy
AB, y tendremos

4D _AB_24'B_BC

CD” BC 2BC AB

y por consiguiente, la recta B'D divide en dos partes
iguales al angulo C'B'A’, y en esa bisectriz estara el
punto de aplicacion de la resultante de las tres fuerzas
aplicadas en 4. B' y C', es decir, cl centro de grave-
dad buscado. Del mismo modo se demostraria que dicho
centro ha de encontrarse en la bisectriz del angulo
B A C yen la del angulo B'C'4’; por lo tanto, se en-
contrara en (, punto de interseccion de estas bisectrices.
que es el centro del circulo inscrito en el triangulo
A'B'C', que se obtiene uniendo dos a dos los puntos
medios de los lados del ABC.

Centro de gravedad de un arco de circunferen-
cia.—Eli arco es una linea poligonal regular de un nu-
mero infinito de lados rectilineos € infinitamente pe-
quefios, y como la situacion del centro de gravedad de
la linea poligonal es independiente del nimero de sus
lados v de la magnitud de ¢éstos, resulta que, si llama-
mos R al radio del arco (fig. 41), Cla cuerda, Z la
longitud del arco y x la distancia del centro de grave-



84

dad al centro del arco, medida sobre el radio BO de
simetria, se tiene, en virtud de la férmula (8), x= Rg que

expresa que el centro de gravedad del arco se halla so-
bre su radio de simetria y a una distancia del centro
del arco que es una cuarta proporcional 4 la longitud
del arco, 4 la cuerda y al radio. Si se quiere referir esta
distancia al punto medio B del arco, se tiene, llaman-

dola #', ¥ =BG=B0—0G=R—R +—R “=*
quf': expresa que la distancia ‘del centro de gravedad del

arco de circulo al punto medio de éste es una cuarta
proporcional entre la diferencia entre su longitud y su
cuerda, la longitud y el radio.

Centro de gravedad del contorno de un rectingu-
lo.—Este centro se halla en su centro de figura. En
efecto, el contorno del rectingulo aéed (fig. 42) tie-
ne su centro de gravedad sobre los dos ejes de sime-
tria m2y pg; luego estara en la interseccion de éstos.
que es ¢l centro de figura.

Tambien puede demostrarse diciendo que la resul-
tante parcial de las dos fuerzas iguales a los lJados opues-
tos @6y ¢d pasa por el punto medio de pg, v la de
las otras dos edy éc pasa por el mismo punto me-
dio G de la 7#; luego la resultante total de las cuatro
fuerzas, que es la proporcional al contorno del rectdn-
gulo, pasa por su centro G.

Centro de gravedad del contorno de un paralels-
grano.—Se hallara en la interseccion de sus diagona-
les. En efecto, como cada dos lados opuestos son igua-
les, las fuerzas proporcionales a ellos tendran una re-
sultante aplicada en el medio de las rectas pg y mx
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(figura 43), que une sus puntos de aplicacion; luego el
centro de gravedad del contorno sera el punto G, co-
mun & ambos v a las diagonales 26 v 2 g.

Centro de gravedad de[ perimetro de un poligono
regular —Se halla en el centro de dicho perimetro.

En efecto, sea el pentigono @ébede (fig. 44); su cen-
tro de gravedad se hallara en el plano de la figura. y
como ademds ha de hallarse en los ejes de simetria ez
y dn, que unen dos vértices cualesquiera con el medio
de los lados opuestos a ellos, estara en ¢l punto G de
su interscecion, que es el centro.

XXII

Centro de gravedad de un triiinzulo, de un trapecio, de
=y
un eunadrilatero, de nn polizono en general y de un sec-
tor circular,

Centro de gravedad de un tridngulo.—Para hallar
el centro de gravedad de la superficie de un tridngulo
ABC (fig. 45), le supondremos dividido en fajas suma-
mente estrechas por medio de rectas paralelas 4 uno de
los lados A4 C; por ejemplo: el centro de gravedad de
cada una de estas fajas, que viene 4 ser una recta mate-
rial, estard en su punto medio, y la recta B.D que une ¢l
vértice 5 con el punto medio del lado opuesto, conten-
dra los centros de gravedad de todas las fajas ¢ rectas
materiales que componen el tridngulo, y en ella estara el
centro de gravedad de éste; del mismo modo se vera que
el centro de gravedad del triangulo se encontrara en la
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recta C £ que une el vértice C con el medio lado opues-
to; por consiguiente, el centro de gravedad del tridn-
gulo esta situado en G, interseccion de las rectas BD
y CE.

La recta D E que une los puntos medios 2 y E de
las rectas AB y AC es paralela al tercer lado ¢ igual
a su mitad. Los triangulos GDE y GBC son seme-
jantes y sus lados homélogos son proporcionales; luego
DG es la mitad de BG ¢ la tercera parte de toda la
recta BD.

Luego el centro de gravedad de un triangulo esta en
la recta que une el vértice con el punto medio de la base
d la tercera parte de esta recta, contando desde la base,
6 a los dos tercios de la misma, contando desde el
vertice. _

Centro de gravedad de un trapecio.—Sea el trape-
cio aéed (fig. 46), cuyo centro de gravedad tratamos
de hallar; para ello descompongamoslo en dos triangu-
los aéd'y 6cd por medio de la diagonal 4d. El centro
de gravcdad del primer triangulo esti en gy cl del se-
gundo en g'; luego el centro de gravedad del trapecio
estara en uno de los puntos de la recta g¢', porque es
la suma de los dos tridngulos aéd y écd, y consideran-
do la masa de estos dos cuerpos como concentrada en
sus centros de gravedad gy £, nos encontraremos en
el caso de la compo;.lmon de fuerzas paralelas aplicadas
en los puntos gy ¢’ y que obran en la misma direccion,
y ¢l trapecio es su resultante,

Por otra parte, si se prolongan los dos lados no pa-
ralelos @6 y cd hasta su encuentro ¢n su punto f, se
forman dos triangulos semejantes fé¢ y fad, y que tie-
nen por base los lados paralelos del trapecio ad y é¢, y
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como la linea que va desde el vértice £ al medio 7 de
la base inferior, pasa por el medio 7 de la base supe-
rior, se deduce que esta linea /7 pasa por los centros
de gravedad de los dos triangulos, y por consiguiente,
del trapecio. que es su diferencia, pues nos encontramos
en el caso de la composicion de dos fuerzas paralelas y
obrando en sentido contrario, estando las dos fuerzas
representadas por los dos tridngulos, el mayor y el me-
nor, y la resultante por el trapecio, que es su diferen-
cia; luego el punto de aplicacion de esta resultante, ¢
sea el centro de gravedad del trapecio, se hallard en la
recta que une los de aplicacion de las componentes; y
como ¢stos estdn en la recta /7, que une sus centros de
gravedad, en ella estara el del trapecio. Luego tenien-
do que hallarse en la reeta /7 y en la g, estars en g
el encuentro de estas dos.

Para determinar la distancia G¢ 6 Gp a que se
halla de cualquiera de las bases, establezcamos la ecua-
cion de los momentos respecto al plano que pasa por
be pcrpendlcuiar al de la figura; y si llamamos B a la
base b¢, 6 4 la ad, / la altura pg, x la distancia Gy,
¢ y la distancia Gp a la base superior, tendremos

aé[d)(:r::é;:d)(%k -+ aéd)(%:i, porque el momento

de la componente b¢d es igual a esta fuerza multiplica-
da por la distancia que hay desde su punto de aplica-
cion 4 la recta, pero la altura del triangulo y del trape-

cio son iguales; luego el momento de écd es 6cd)(—§k;
lo mismo dirfamos del de aéd.
Siendo abed—="2"k, bed=3. hy abd=~ .k,
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sustituyendo estos valores en la expresion anterior, ten-
dremos

B+ B 1 b 2 h- h
_— o= L h.— —h.—h=—.—
3 Sl 9 k 3k+2 3h 3 3{B+25)
de donde
_th-r—?b[_
3 B4b L

Dl mismo modo, para tener la distancia y 4 la base
superior, formariamos la ecuacion de momentos con
respecto al plano que pasa por cla, y de una manera

h b+2B
1 S = 3
andloga tendriamos y =2-x<—7—-0)
Dividiendo las dos ecuaciones (1) y (3) nos dara

T B+2b
Yy b+2B
De donde se deduce que el centro de gravedad de
un trapecio estd en la linca que une los puntos medios
de las dos bases paralelas y divide 4 esta linea en la re-
lacion de las dos sumas, que se obtiene sumando por una
parte con la primera base dos veces la segunda, y por
otra 4 la segunda con dos veces la primera.
De aqui podemos hacer la construccion grafica si-
guiente: prolonguese ad la cantidad ZV igual 4 B,y
la éc la cantidad 6M iguald 4, y la linea M pasa

por G. )
En efecto, los triangulos semejantes GeM y Gm N
z Gg Mn . = $B+b B+2b
dan =g = 3w ODEN = =R

Observaremos que la proporcion precedente no de-
pende de la altura del trapecio, sino unicamente de la
relacion de las dos bases; de manera que es la misma
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para todos los trapecios posibles de bases propor-
cionales.
- : 3
Si B=26, la férmula anterior se trasforma en % =%
de donde x=y, como en efecto debe suceder, pues en
este caso el trapecio se convierte en un paralelégra-

2B
guiente, x= %y, y este resultado debe ser, pues en
este caso, ¢l trapecio se trasforma en un tridngulo.

Puede tambicn hallarse el centro de gravedad de la
manera siguiente: despues de haber determinado la li-
nea g g, donde debe hallarse el centro de gravedad del
trapecio por la descomposicion de éste en los dos
triangulos @éd y écd, dividamos el trapecio en los dos
tridngulos aéc y adc por la diagonal s, y determi-
nemos la linea gy ¢, de los centros de gravedad de es-
tos triangulos, donde tambien ha de hallarse el del tra-
pecio: luego teniendo que hallarse en g ¢’ v g, £, se
encontrara en (. interseccion de estas dos lineas.

Centro de gravedad de un cuadrilitero—Sea el
cuadrilitero 4 BCD (fig. 47); tiraremos las diagonales
AC y BD, asi como las rectas 4] y CI, que van
desde los vértices A y C al punto 7, medio de la dia-
gonal BD.

El centro de gravedad del triangulo 4 BD estara en
K, al tercio de A/, & partir del punto I; el del tridngu-
lo BDC se encontrara del mismo modo en L, y el del
cuadrilatero estara por consiguiente en un punto G de
la linea AL, que se determinara por el teorema de la
composicion de fuerzas paralelas aplicadas en los pun-
tosK y L, ytendremos KG : G L :: fuerza BCD : fuer-

10

i : B .
mo. Si é=o, tendremos %:— =%,y por consi-
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7a ABD.y como 4 las fuerzas se las puede susti-
tuir por las superficies equivalentes, la proporcion an-
terior nos dara A'G : GL :: tridngulo BCD : trian-
gulo ABD; pero estos dos triangulos, que tienen la
misma base B0, son entre si como sus alturas CEy
AE, ytendremos KG : GL :: CE : AZ. Siahorato-
mamos A £ =CE, resulta que 4 E=C E', y sustituyen-
do, tendremos KG : GL :: CE : AE :: AE : CE’;
luego la linea E'G pasa por el punto I, y reciproca-
mente la I E” que une I con E, tal que 4 E’ sea igual a
E C, contiene ¢l centro de gravedad G.

Raciocinando de la misma manera sobre los triangu-
los ABC y ADC (fig. 48), que tienen por base la dia-
gonal 4 C, se concluyc que si se une el medio /7 de 4C
con el punto E” tomado sobre 2 7, de manera que la
longitud AE" fuese igual @ DE, la linea obtenida de
este modo contendria tambien el centro de gravedad
del cuadrilatero; luego para encontrar el centro de gra-
vedad de un cuadrllatero cualquiera, tirense sus diago-
nales, que en general sc cortaran en partes desiguales:
sobre cada una de ellas, @ partir de su vértice, tomese
una longitud igual 4 la parte que corresponde al vértice
opuesto, nase el punto obtenido con el medio de la
otra diagonal; las dos lineas asi trazadas determinarin
por su encuentro el centro de gravedad.

Esta construccion no dara resultado si una de las
diagonales fuese cortada por la otra en dos partes igua-
les; pero en este caso cs facil reconocer que el centro de
gravedad se encuentra sobre esta tltima diagonal al ter-
cio de la distancia que separa $u punto medio del dela
primera.

Centro de gravedad de un poligono cualguiera.—
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Sea el poligono aébede (fig. 49). Para determinar su
centro de gravedad, se divide en los tridngulos aéde, éce
y cde, y se hallan sus centros de gravedad g, &' y ¢", v
la resultante de las tres fuerzas, una proporcional al
triangulo @é¢ aplicada en g, la otra 4 ce aplicada en g/,
y la otra al ¢de aplicada en g7, sera proporcional al
poligono total y aplicada en G, que sera su centro de

gravedad. '
Tambien puede hallarse estableciendo la ecuacion de
los momentos respecto @ dos planos cualesquiera, tales
como los de las diagonales é¢ v ce. En efecto; llaman-
do X la distancia de (- al primero, y x, 2" y 2" las de
& eyg, setiene: abede. X=bcex' +cdex"—abe.x,
- heex'+cder”—abex

que da X'=

- tirando 4 esta distan-
abede '

cia X la recta 72 paralela & de, pasara por’ el centro
de gravedad G.

Del mismo modo se determinaria la recta m'»" para-
lela al otro plano ce de momentos, que por su intersec-
cion con la anterior fija el punto G.

Centro de gravedad de un sector circular.—Sca cl
sector circular O A4 £B: si se le divide en un nimero
infinito de sectores infinitamente pequefios, cada uno tal
como ¢l OAC, serd un tridngulo, porque 4C serd un
elemento rectilineo, y por consiguiente todos tendrin su
centro respectivo de gravedad sobre el radio medio y

a la distancia del centro O, igual 4 los % del radio; luego
si se describe el arco a¢é desde O, como centro y con
un radio igual é.-g- de 04, cste arco sera el lugar geo-
meétrico de todos los centros de gravedad de los secto-
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res elementales, que son proporcionales a los arcos
ae, ed, etc., y por consiguiente, el centro de gravedad
G del sector sera el mismo que el centro de gravedad

del arco a@eé: llamando X & la distancia OG, y R al
radio del sector, se tendra: X == R a—b; sin embargo,
3  aebd
ab:AB::0a:0A4:: aed: AEB; de donde se dedu-
ce :—i’=m y por consiguiente X = — R A_EEY lla- .
mando 2 xal arco que mide el angulo A O B en el circu-
lo, cuyo radio es 1, tendremos AB=2R senox, AERS

gen »
=2 «R, y por consiguiente X———-R—

*

XXIII

Reglas para determinar elcentro de gravedad de un pris-
ma trianzular ¥ de un prisma poligonal enalquiera.

Sea el prisma triangular @éc a'6¢’ (fig. 51); si una
de las aristas del prisma a2’ se divide en un nimero de
partes iguales infinitamente pequefas, v por los puntos
de division tiranse planos paralelosa la base aé¢, el pris-
ma quedara dividido en un niimero infinito de prismas
elementales infinitamente delgados, comparables a tridn-
gulos iguales a la base, situados todos de la misma ma-
nera respecto a las aristas aa’, 64’ y ¢c'; todos estos
prismas elementales tendran, por consiguiente, sus cen-
tros de gravedad sobre una misma linea recta paralela 4
las aristas, y como los extremos tienen sus centros de
gravedad en los puntos g y ¢, que son los de grave-
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dad de las bases del prisma, resulta que la recta gg'
contendra los centros de gravedad de todos los prismas
elementales, y por consiguiente, tambien el del prisma
total.

Por otra parte, si se reemplaza cada elemento pris-
matico por una fuerza proporcional 4 su volimen, apli-
cada en su centro de gravedad, como los volimenes
son iguales, todas estas fuerzas igtlaleb estaran uniforme-
mente rcparttdan en la linea gg': luego el punto de
aplicacion de la resultante, que cs el centro de grave-
dad del prisma, se hallara en el centro de gravedad de
la linea gg, es decir, en su medio, que coincide con el
centro de gravedad de la seccion %4/, paralela @ las
bases y equidistante de ellas: luego el centro de grave-
dad de un prisma triangular se halla en el medio de la
recta que une los centros de gravedad de sus bases, 6 en
el centro de gravedad de la seccion paralela y equidis-
tante de las bases.

Puede tambien demostrarse de la manera siguiente-
si por la arista aa’ y el punto 7z, medio de é'¢', se tira
un plano, dividira al prisma en dos eqm\almtes que
tendrdn sus centros de gravedad 4 la misma distancia de
este plano; luggo la resultante de las fuerzas proporcio-
nales 4 su volamen pasard por este plano, y por consi-
guiente, €ste contendra su punto de aplicacion, que es
el centro de gravedad del prisma.

Por la misma razon tambien lo contendra el plano
nc'e; luego estara en la linea de interseccion gg' de los
dos. Tgualmente se halla dicho centro en el plano %247
tirado por el punto /2 medio de aa', paralelamente 4 las
bases; luego estara en el punto G medio de gg' ¢ inter-
seccion de los tres planos.
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Centro de gravedad de un prisma poligonal cual-
quiera.—Consideremos el prisma abede hikf/ (figu-
ra 52) y dividdmoslo en prismas triangulares por medio
de los planos /£ y a/z, cuyos prismas tendran sus cen-
tros de gravedad en g, ¢’ y g7, medios de las lineas que
unen los centros de gravedad de las bases, y por consi-
guiente, se hallaran en el plano mnzpgr tirado por el
punto 22, medio de la arista @/ y paralelamente i las
bases.

El problema queda, pues, reducido 4 hallar la resul-
tante de tres fuerzas paralelas, proporcionales 4 los vo-
lamenes de los prismas triangulares y aplicadas en los
puntos g, ¢ y g% 6 lo que es lo mismo, proporciona-
les & los tridngulos mrgq, nmgp y mpn, puesto que és-
tos son proporcionales a los volimenes de los prismas
por tener todos la misma altura. Pero el punto de apli-
cacion de la resultante de las fuerzas proporcionales a
estos triangulos y aplicadas en sus centros de grave-
dad es el centro de gravedad G del poligono manpgr;
luego el centro de gravedad de un prisma coincide con
la seccion paralela @ las bases y equidistante de las
mismas.

Por otra parte, como las secciones paralelas a las
bases son iguales & dstas y estin igualmente colocadas
respecto a las aristas, la linea que une los centros de
gravedad de todas cllas es una linea recta y paralela a
las aristas; luego el centro de gravedad de un prisma
se halla en el medio de la recta que une los centros de
gravedad de las dos bases.
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XXIV

Determinacion del centro de gravedad de un tetraedro
v de una pirdimide en genernl.

Determinacion del centro de gravedad de un te-
traedro.—Sea el tetraedro ABC D (fig. 53): unamos
uno de los vértices, tal como el 4, con el centro de
gravedad de la base &, y dividamos la recta 4z en
partes sumamente pequefas, y por los puntos de divi-
sion tiremos planos paralelos a la base, los cuales cau-
saran secciones semejantes a ella, las cuales queda-
ran atravesadas por la recta 4« en sus centros de gra-
vedad.

Por los vértices de estas secciones tiremos rectas pa-
ralelas a la A, y unamos dos a dos los puntos en que
cada una de estas rectas corta el plano situado inme-
diatamente encima, y al que esta inmediatamente deba-
jo de ella: habremos asi formado dos grupos de pris-
mas triangulares, los unos todos mdis pequefios, los
otros todos mayores que la parte del tetraedro corres-
pondiente, y todos estos prismas tendran su centro de
gravedad sobre la recta 4a; lo mismo sucedera con el
tetraedro mismo, el cual se acercard tanto mas 4 con-
fundirse con cada una de las series de prismas, cuanto
mayor sea el nimero de éstos.

Queda de este modo probado que el centro de gra-
vedad del tetraedro se encuentra sobre eada una de las
rectas que une uno de los vértices con el centro de
gravedad de la cara opuesta, lo cual prueba que estas
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cuatro rectas se cortan en un punto; busquemos ahora
la posicion de este punto.

Scan @ y 4 los centros de gravedad de las caras res-
pectivamente opuestas & los vértices 4 v 25 las rectas
BaE y AE estin en el mismo plano A BE, y las
Aa y Béestan tambien en este plano, y se encuen-
tran en O: luego éste es el punto buscado.

Pero tirando la @4, los tridngulos A OB y aoé son
semejantes, asi como los abey A BE, y dan:

aO:0A::ab: AB::bE:AE::1:3 ()
: 1 1
de la que deducimos a0=—-40=-4a.

Lo que nos dice que ¢l centro de gravedad de un
tetraedro se encuentra en la interseccion de las lineas
que unen cada vértice con el centro de gravedad de la
cara opuesta, sobre una cualquiera de estas lineas al
cuarto de su longitud & partir de la base, ¢ 4 los tres
cuartos a partir del vértice.

Corolario. Si por el punto O se tira un plano para-
lelo 4 la cara A BC del tetraedro, este punto seria el
centro de gravedad de la seccion causada por este plano,
y como la misma propiedad se aplica 4 cada una de las
trescaras ABD, BC Dy AC D, resulta que el centro de
gravedad del tetraedro coincide con el centro de gra-
vedad de la seccion paralela 4 una de sus caras, y dis-
tante de ella & un cuarto de la recta que une el vértice
con su centro de gravedad, ¢ 4 los tres cuartos de esta
recta & partir del vértice.

Se puede hacer sebre el tetraedro una observacion
analoga que para ¢l tridngulo; es decir, que el centro de
gravedad del tetraedro es el mismo que el de un siste-
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ma de cuatro esferas homogéneas, iguales y que tengan
sus centros en los cuatro vértices.

En efecto, si se compone el peso de las tres esferas
colocadas en los vértices del triangulo BC D, se encon-
trard un peso triple aplicado en @, y componiendo este
peso triple con el sencillo aplicado en A, tendremos
uno aplicado en el punto O.

Corolario primero. Los cuatro pesos pueden tam-
bien componerse de otra manera. Se compone, desde
luego, el peso aplicado en 4 y B (fig. 54), en un peso
doble aplicado en #, medio de A B; despues los pesos
de los vertices C y D, en un peso doble aplicado en E,
medio de CD.

Quedara entonces que componer estos dos pesos do-
bles, y daran un peso cuddruple aplicado en el medio O
de la linea EZ.

Por otra parte, €l punto O no puede diferir del que
se ha obtenido por otro medio de composicion; luego
queda probado que el centro de gravedad de un te-
traedro se halla en €l medio de la recta que une los
medios de las aristas opuestas.

Corolario segundo. Resulta de lo que precede
que las tres rectas que unen los medios de las aristas
opuestas de un tetraedro se cortan en el mismo punto,
puesto que todas tres contienen el centro de gravedad
del s¢lido.

Esta circunstancia establece, en efecto, suficientemen-
te la verdad del teorema, si no se tuviese una demos-
tracion directa y geométrica.

Centro de gravedad de una pirémide en g‘enem!
—Para encontrar el centro de gravedad de una pira-
mide poligonal SA BCDE (fig. 55), se la descompone

11
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por planos que pasen por el vértice y las diagonales de
la base en tetraedros, que cada uno tiene su centro de
gravedad en la seccion hecha por un plano aécde tira-
do paralelamente 4 la base y al cuarto de altura de ella.

Se tienen, pues, que componer entre si fuerzas para-
lelas que tienen sus puntos de aplicacion en este plano,
y respectivamente iguales en intensidad 4 los volimenes
de estos tetraedros; es decir, proporcionales 4 los tridn-
gulos cad, cae..., etc. Pero el punto de aplicacion de
tales fuerzas no seria otra cosa que el centro de grave-
dad del poligono @écde; de donde se puede concluir
que el centro de gravedad de una piramide poligonal
cualquiera se encuentra en el centro de gravedad de la
seccion tirada paralelamente 4 la base y 4 los tres cuar-
tos de la altura 4 partir del vértice; 6 lo que es geome-
tricamente lo mismo, sobre la linea que une el vértice
con el centro de gravedad de la base a los tres cuartos
de esta linca a partir del vértice.

XXV

En los cuerpos homogéneos que tienen an centro de
fizura, éste es tambien el centro de gravednad.

Llamase centro de figura 4 un punto tal del cuerpo
que tirando por €l rectas que vayan a su superficie, que-
dan divididas en ¢l en dos partes iguales, y tambien que
haciendo pasar un plano por dicho punto, divide al cuer-
po en dos partes perfectamente simétricas.

Todo cuerpo que tiene centro de figura, en este punte
se halla situado el centro de gravedad. En efecto, tra-
zando por el centro de figura todas las rectas imagina-
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bles, suponiéndolas materiales y que entre todas cons-
tituyen toda la materia de que se compone el cuerpo,
el centro de gravedad de éste coincidira con el de todas
las rectas, materiales imaginables, y como el de cada una
de ellas es el centro de figura del cuerpo, el de todas
ellas lo sera tambien, y el centro de gravedad del cuer-
po estara situado en su centro de figura.

Tambien puede demostrarse de la manera siguiente:
si se hace pasar un plano cualquiera por el centro de
figura del cuerpo, como este plano lo corta en dos par-
tes perfectamente simétricas, no hay razon alguna para
que el centro de gravedad del cuerpo, que es un punto
Unico y cuya posicion no depende mas que de la figura
del cuerpo, se encuentre & un lado del plano mas bien
que a otro; luego estard en este plano; y el centro de
gravedad, debiendo hallarse tambien en todos los pla-
nos que se puedan tirar por el centro de figura, se de-
duce que &ste sera el centro de gravedad, pues es la in-
terseccion de todos ellos.

Por consiguiente, el centro de gravedad de una cir-
cunferencia, de un circulo, de una superficie esférica, de
una esfera, de una elipse y de un elipsoide, se encuentra
en su centro de figura.

XXVI

En los cuerpos homogéneos de revolucion, el centro
de gravedad se halla en el eje.

En efecto, sabemos que todos los cuerpos de revolu-
cion son simétricos con relacion & un plano que pase
por el eje de giro; luego si suponemos las masas que
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componen estas dos partes simétricas como concentra-
das en un punto, los cuales serin tambien simétricos
con relacion al eje, vemos que la determinacion del
centro de gravedad del cuerpo queda reducida 4 hallar
el punto de aplicacion de la resultante de las dos fuer-
zas paralelas representadas por esas masas concentradas
en dichos puntos; pero por ser el cuerpo simétrico, es-
tas dos masas seran iguales, y, por lo tanto, el punto
de aplicacion de estas dos masas 6 fuerzas iguales se
hallara en el plano de simetria que pasa por el eje; pero
siendo tambien simétrico, con relacion al eje, cada uno
de los clementos que constituyen el plano, es evidente
que dicho punto de aplicacion, no pudiendo hallarse en
una region del plano, con relacion al eje de simetria,
que en la otra, tiene que encontrarse en la parte comun
de ambas regiones, que es el eje de giro.

XXVII

Cuando las bases de los prismas ¥ cilindros =on figuras
que tienen ceniro, el de gravedad de dichos cuerpos se
halla en la mitad de las lineasque unen los centros de
gravedad de las bases respectivas.

Supongamos un prisma cuyas bases tengan un cen-
tro de figura; segun hemos visto, todo cuerpo que tie-
ne un centro de figura, en ¢l estd su centro de grave-
dad; luego los centros de figura de esas caras serdn sus
centros de gravedad.

Unamos ahora por medio de una recta estos dos
centros, y descompongamos esta recta cn partes tan
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pequefias como se quiera, y tracemos por los puntos
de division planos paralelos 4 las bases.

Estos planos dividirdn al prisma en rebanadas ¢ ca-
pas materiales, sumamente delgadas, que podran consi-
derarse como poligonos materiales, las cuales, por tener
bases iguales y la misma altura, tendrdn volimenes
iguales, y, por lo tanto, pesos Jgual& luego sus cen-
tros de gravedad se hallarin en la linea que une los de
las bases.

El centro de gravedad del conjunto de todos ellos,
6 sea el del prisma propuesto, serd el punto de aplica-
cion de la resultante de un sistema de fuerzas iguales y
paralelas, aplicadas 4 distancias iguales en los diferen-
tes puntos de la linca que une los centros de gravedad
de las hases: luego estara en el punto medio de ella.

El razonamiento anterior es aplicable & un cilindro,
porque para establecerlo no nos hemos fundado en el
nimero de caras del prisma; luego es independiente de
éste, y, por lo tanto, aplicable al cilindro.

XXVIII

Eaquilibrio de un cuerpo pesado que insiste sobre un pla-
no o una base cunalquiera.—Equilibrio estable, inestable
e indiferente.

Equilibrio de un cuerpo pesado que insiste sobre
un plano 6 una base cualguiera.—Cuando un cuerpo
se apoya sobre un plano horizontal por tres ¢ mds
puntos, no en linea recta, se llama lase de sustenta-
ctor a la mayor superﬁc.le que se obtenga uniendo en
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el plano los puntos de apoyo por medio de rectas, 6
trazando tangentes 4 los contornos cuando la union de
estos puntos nos d¢ una linea curva.

Sentado esto, para que un cuerpo esté en equilibrio,
es necesario y suficiente que la vertical que pase por el
centro de gravedad encuentre al plano en el interior de
la base de sustentacion.

Es evidente que esta condicion es suficiente, porque
cuando se cumple, la fuerza aplicada en el centro de
gravedad no hace mas que oprimir al cuerpo contra el
plano. En segundo lugar, el equilibrio no podria verifi-
carse si la direccion de esta fuerza vertical no encontra-
se 4 la base de sustentacion.

En efecto, sea & (fig. 56) el centro de gravedad; se
podra descomponer el peso G'p en dos fuerzas, una di-
rigida segun Ga, pasando por el punto a de la base
mas aproximada al punto 2, donde la vertical que pasa
por el centro de gravedad encuentra al plano; y la otra,
segun G 6, perpendicular & Ga. Esta tltima componen-
te obra para hacer caer al cuerpo, haciéndole girar al-
rededor del punto &."En cuanto a la primera, puede a
su vez descomponerse en dos fuerzas, una az perpen-
dicular al plano, y destruida por su resistencia, y la
otra en el plano y segun @/. Esta tiende a hacer resba-
lar al cuerpo (si no lo vuelca) si el frotamiento no se
opone 4 la accion de esta componente; luego para que
estas dos fuerzas que se oponen 4 la estabilidad del
cuerpo desaparezcan, es preciso que la vertical que
pasa por el centro de gravedad encuentre al plano en
el interior de la base de sustentacion.

Lo que acabamos de decir se aplica al caso en que
el cuerpo se encuentre en un plano inclinado, siempre
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que el rozamiento 6 cualquier otra causa le impidan
resbalar.

Equilibvio estable, inestable é indiferemnte.—Se
dice que un cuerpo esta en equilibrio estable cuando
ocupa una posicion tal, que desviandole #zuy poco de
ella, tiende a volver a la misma, bajo la influencia de
las fuerzas que lo solicitan: decimos que es preciso cam-
biarlo w2y poco de su primitiva posicion, porque si se
le separase mucho de ella, podia tomar otra nueva po-
sicion de equilibrio sin volver 4 la primitiva, aunque
ésta fuese estable; por ejemplo: si uh prisma estuviese
apoyado por una de sus caras, sisele cambia muy
poco de esta posicion, vuelve a ella, mientras que si la
desviacion fuese considerable, caeria para apoyarse en
otra cara.

Se dice que un cuerpo esta en eguzlibrio tnestable 6
instantineo cuando el sistema, separado muy poco de
su primitiva posicion, en lugar de tender 4 volver
ella, tiende a separarse cada vez mas de la misma; por
ejemplo, un prisma apoyado en una de sus aristas.

Equilibrio indiferente es aquel en que un cuerpo se-
parado de la posicion que ocupa, no tiende ni 4 volver
aellania separarse de la misma, sino que permanece
en la nueva posicion que se le da; por ejemplo, un cono
apoyado en una de sus generatrices.

Para que un cuerpo colocado en un plano esté en
equilibrio estable, es preciso que su centro de gravedad
se encuentre mas bajo que su base de sustentacion, y
que al separarlo de su posicion de equilibrio, el centro
de gravedad se eleve, porque tendiendo siempre el
centro de gravedad 4 descender, hard volver en este
caso al cuerpo & su primera posicion de equilibrio.
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Cuando el centro de gravedad estd mas alto que la
base de sustentacion, y al separar el cuerpo de su posi-
cion primitiva, se baja dicho centro, entonces el equi-
librio es inestable, porque como el centro de grave-
dad tiende & bajar, separara al cuerpo de su primitiva
posicion.

Si el centro de gravedad se encuentra en la base de
sustentacion, el equilibrio serd indiferente, porque- al
cambiar al cuerpo de posicion, como el centro siempre
esta en el plano, el cuerpo no tendera 4 separarse de las
diferentes posiciones que se le dé.

Presiones sobre los puntos de apoyo.—Un cuerpo
pesado que descansa sobre un plano horizontal, ejerce
presiones sobre este plano en cada uno de los puntos
de apoyo. Estas presiones pueden calcularse cuando el
numero de puntos no es superior a tres.

Si el cuerpo se apoya sobre el plano por un solo
punto, entonces la presion ejercida sobre ¢l equivale a
su peso; porque estando el cuerpo en equilibrio, la tni-
ca fuerza que hay es la de la gravedad, fuerza que debe
pasar, segun sabemos, por la base de sustentacion, que
cn este caso es el punto.

Si el cuerpo se apoya por dos puntos 4 y B (figu-
ra 57), la base de sustentacion se reduce & la recta 4 B
que los une, y el equilibrio ewmge que la vertical que
pasa por el centro de gravedad encuentre 4 dicha rec-
ta en un punto situado entre 4 y B, tal como el C. El
peso del cuerpo es, pues, una fuerza P aplicada segun
la vertical que pasa por C, la cual podemos suponer
que proviene de dos fuerzas verticales, aplicadas la una
en 4 y la otra en B: estas fuerzas seran, pues, las pre-
siones sufridas por estos puntos de apoyo. Para calcular
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estas presiones, basta dividir el peso P en dos par-
tes inversamente proporcionales d las rectas CA v

. P> CB
C 7 en el punto A la presion es -

v la del pun-

PxAC
to B :

Si el cuerpo se apoya sobre un plano por tres pun-
tos 4, By C (fig. 58), se encontrardn las presiones
ejercidas sobre estos tres puntos de la manera siguien-
te: la vertical del centro de gravedad debe encontrar
al triangulo 4 BC en un punto O interior & este trian-
gulo, que es la base de sustentacion. El peso del cuer-
po podu‘no:; suponerlo dI}hC&dO en ¢l punto O,y que
proviene de la composicion de dos fuerzas \ertmalm
aplicadas en 4 y D, cuyas magnitudes se calculan
como en el caso anterior.

La fuerza aplicada en D es la resultante de las dos
fuerzas verticales aplicadas en 5y C, que se calcularan
como las anteriores, y asi tendremos las tres componen-
tes que obran en 4, By C.

‘I'ambien podemos hallar las presiones producidas en
A4, By C por las consideraciones siguientes: tomemos
los momentos de las fuerzas con relacion 4 un lado
cualquiera BC (fig. 59): bajemos de los puntos 4 ¢ 1
sobre BC las perpendiculares A4’ ¢ Ia: llamemos 2’
la reaccion producida por el plano y aplicada en 7, la
cual es igual y de signo contrario a la resultante de las
tres {uerzas aplicadas tambien en /; el momento de esta
fuerza es Z"X1a; el momento de la fuerza aplicada cn
A, llaméndola R, sera R AA', y los momentos de las
aplicadas en B y C serd cero, pues estan los puntos so-
bre la misma recta.

12
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La ecuacion de los momentos nos da:

R.A A'=—2'<la, 6 bien R.AA'+Z>xIa=0

de donde R ::—ZX%,.

Pero /a y AA’ son las alturas de los tridngulos
IBC y ABC, los cuales tienen una base comun BG;
estos tridngulos serdn entre si como sus alturas; luego
la presion en el punto A serd 4 la resultante como el
tridngulo /ZC es al triangulo ABC. -

De la misma manera deduciriamos que la presion R
enel punto B serd a esta misma resultante como el
triangulo /A C es al triangulo ABC, y la presion R” en
el punto C serd 4 la resultante como el tridngulo /4 B
es al tridngulo 4 BC.

La resultante es ademds la suma de las tres compo-
nentes K, R'y R’ asi como el triangulo ABC es la
suma de los tres triangulos /BC, IAC ¢ IAB; pode-
mos, pues, decir que la resultante de las presiones, ¢
sea el peso del cuerpo, se distribuye entre los tres pun-
tos A, By C, proporcionalmente & las dareas /5C,
1AC ¢ 1 4B, que tienen por vértice comun el punto /
de aplicacion de esta resultante, y por bases los lados
del tridngulo opuestos al punto de apoyo,

Si los tres puntos A, By C estuviesen en linea recta,
los triangulos /4 C ¢ IBC son nulos, y la reparticion
de las presiones queda como hemos dicho; pero es pre-
ciso siempre que la resultante de las fuerzas corte 4 las
rectas que unen los puntos de apoyo entre estos puntos,
pues de otra manera la resultante tenderia & hacer
girar al cuerpo alrededor del punto de apoyo mas
proximo.
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Cuando un cuerpo se apoya en un plano por mas
de tres puntos, no es posible determinar las presiones
que ejerce en sus puntos de apoyo por el solo conoci-
miento de la posicion del centro de gravedad, y lo ha-
remos patente por un ejemplo: supongamos una mesa
que se apoya sobre un suelo por cuatro puntos, y ad-
mitamos que el suelo sea resistente en la parte donde
descansan dos de los puntos de la mesa, situados en una
diagonal, y que en los otros dos ceda 4 la menor pre-
sion: es claro que el peso de la mesa gravitara sobre los
dos primeros, puesto que suponemos la mesa en equi-
librio, y sobre los otros dos lo mas que podra ejercer
es una debil presion; si, al contrario, la parte resistente
del suelo correspondiese adonde se apoyan los segun-
dos, y fuese flexible en donde descansan los primeros,
la mesa ejerceria su presion mayor en los segundos
puntos; de modo que no depende el conocimiento de
las presiones de la posicion del centro de gravedad,
pues en uno y otro caso estaba dicho centro en un mis-
mo punto, y sin embargo, segun fuese la naturaleza del
plano en una u otra parte, asi seria la presion mayor
en unos puntos de apoyo que en otros, y variable esta
presion con la naturaleza del suelo. Lo tnico que puede
decirse en general para este caso, es que la suma de las
presiones ejercidas sobre los puntos de apoyo es igual
al peso del cuerpo, pero no se puede de ninguna mane-
ra asignar el valor de cada una de ellas.
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XXIX

Explicacion y definicion del movimiento y de sus diver-
sas divisiones.—Definicion de travectoria de un punto,
—Movimientos rectilineons v curvilineos.

Se dice que un cuerpo estd en movimiento cuando
ocupa sucesivamente diversas posiciones en el espacio.

El {enémeno del movimiento hace, pues, intervenir
tres drdenes de ideas bien distintas, que son: el tiempo
empleado en ir el mévil de una posicion 4 otra, el es-
pacio recorrido y la fuerza que ha hecho recorrerlo al
cuerpo, pues sabemos que en virtud de la inercia de la
materia, no puede un cuerpo por si mismo pasar del
reposo al movimiento, sino que tiene que haber una
causa que produzca Cste, que es lo que se llama fuerza.

En el estudio del movimiento de los cuerpos, siem-
pre prescindimos de las dimensiones de éstos, y se les
supone reducidos @ puntos materiales donde se halla re-
concentrada su masa, con lo cual se simplifica mucho
los problemas relativos al movimiento.

El movimiento puede ser continuo, alternativo y pe-
“riodico.

Movimiento confinuxo es aquel que no experimenta
modificacion alguna en toda su duracion; tal es el mo-
vimiento aparente del sol y de las estrellas alrededor
de la tierra.

Movimiento alternativo es el que se produce suce-
sivamente en dos sentidos difcrentes; por ejemplo, el
brazo de un hombre cuando esta limando ¢ maneja un
martillo.
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Movimiento pmodzca es aquel que se interrumpe por
nempos més ¢ meénos largos. Despues de cada deten-
cion, el movimiento puede continuarse en el mismo sen-
tido que el precedente 6 en sentido contrario; se pre-
sentan ejemplos de movimientos periddicos en el flujo y
reflujo de los mares, en los telares, etc.

Definicion de trayectoria de un punto. —El lugar
geometrico de las diversas posiciones que toma un pun-
to durante su movimiento ¢s lo que se llama trayecto-
ria del punto: de manera que tambien la podemos defi-
nir diciendo que es la linea recta ¢ curva que el punto
describe en su movimiento.

Movimientos rectilineos y curvilineos.—Con rela-
cion a la direccion que sigue el cuerpo, puede dividirse
el movimiento en rectilineos y curvilineos.

Cuando la trayectoria es una linea recta, el movi-
miento sc llama rectiZineo, y cuando es una linea curva
se llama curvilinco, v es producido por el cambio de
direccion (ue experimenta el cuerpo en cada uno de los
instantes que dura el movimiento.

Ley del movimicnio.—Ademas de su naturaleza, se-
gun las fases que presenta en su duracion, para definir
el movimiento del punto es preciso conocer su tra-
yectoria y el instante en el cual se efectia el paso del
mavil por los diversos puntos p_xomcmco:, de la misma.

Supongamos que la linea M N (fig. 60) sea la trayec-
toria de un punto, y que en un momento cualqmera el
mévil ha sido observado en 4, v al cabo de otro segun-
do de tiempo en B, y asi sucesivamente de segundo en
segundo, la posicion del mdvil sobre la trayectoria sera
conocida, y la manera como varfan los arcos recorridos
en los tiempos empleados en recorrerlos, que es lo que
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se llama Zy del movimiento, tambien serd conocida
aproximadamente, y con tanta mayor exactitud, cuanto
mds pequefios sean estos intervalos de tiempo, para que
la aproximacion sea equivalente bajo el punto de vista
practico al conocimiento completo de la ley buscada.

Supongamos que el mévil recorre la trayectoria dada

MNj; se define su movimiento de la manera siguiente:
se empieza por elegir arbitrariamente sobre la trayecto-
ria un punto fijo que sirva de origen, y & partir del cual
se cuentan las longitudes de los arcos recorridos; la po-
sicion de un punto cualquiera de la trayectoria estd de-
terminada por la longitud del arco, y dandole el sig-
no + 6 —, segun se encuentre la posicion del punto a
la derecha ¢ 4 la izquierda del origen, queda, pues, co-
nocida su posicion sobre la trayectoria.

Llamemos'de una manera general s la longitud de
un arco variable 4 partir del punto origen; @ cada po-
sicion del mévil sobre la trayectoria le corresponde un
valor particular de s, positivo ¢ negativo, segun su po-
sicion con respecto al origen; el movimiento estara com-
pletamente determinado si se conocen los valores suce-
sivos que toma este arco variable s, en la sucesion de
los tiempos, 6 para hablar en lenguaje matematico, si se
expresa el arco s en funcion de tiempo.

XXX

Definicion del movimiento uniforme.—Velocidad.—Rela-
cion entre el espacio ¥ €l tiempo en esta claze de mo-
vimiento.

Definicion del movimzento uniforne.~El movi-
miento, por la relacion que guardan los espacios reco-
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rridos por el tiempo empleado en recorrerlos, se divide
en uniforme y variado.

Movimiento uniforme es aquel en que el mévil reco-
rre espacios iguales en tiempos iguales.

Velocidad en el movimiento uniforme es el espacio
recorrido por el mévil en la unidad de tiempo: la unidad
de tiempo es el segundo y la velocidad se representa por
una recta, que es el camino que el mévil recorre en un
segundo.

Para representar la velocidad por un nimero, basta
dar la medida de longitud de la velocidad expresada
en metros; asi la expresion de velocidad igual & 8 me-
tros define un movimiento uniforme, en el cual el mé-
vil recorre 8 metros en un segundo; un tren que reco-
rriera en una hora 36 kilémetros, tendria por velocidad
36.00{)m

3.600
segundo. El valor de la velocidad es constante en esta
clase de movimiento.

Relacion entre el espacio, la velocidad y el tiempo,
en esta clase de movimiento.—Segun la definicion de
movimiento uniforme, si llamamos # 4 la velocidad, 6
sea el espacio que recorre en la unidad de tiempo, en
dos unidades de éste, recorrera un espacio representado
por 20; en 3 unidades, 30, y en general, durante el
tiempo #, recorrera un espacio ¢, representado por

=10™; es decir, que su velocidad seria 10™ por

e=uvt. (1)

A la férmula (1) se le puede dar una representacion
geométrica: en efecto, si designamos por £ la base de
un rectingulo (esta base contendra tantas unidades li-
neales como unidades de tiempo contiene £), por o las
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unidades lineales de la altura, es claro que ol area del
rectingulo contendra tantas unidades superficiales como
¢ unidades lineales. En este sentido se dice que el espa-
cio recorrido con movimiento uniforme equivale al rec-
tangulo de la velocidad y tiempo.

Sl para un movimiento uniforme dado tenemos

e—=vt
para otro, tambien uniforme, tendremos

&= l’. :
siendo o', £ y ¢ la welocidad, el tiempo y el espacio:
dividiendo una expresion por otra, nos dara

e ovXxi

—— e

& ot
Lo que nos. da las siguientes relaciones:
Si #=7, la férmula se reduce a %=%,— que nos dice

que si Jos tiempos son tguales, los espacios recorridos
son proporcionales 4 las velocidades.
--—-:+, es decir, que si
las velocidades son iguales, los espacios son propor-
cionales d los tiempos.

Si e=¢, la fdrmula se reduce & v Xi=v'X¢, 6 lo

que es lo m:smo,—;:;, que significa gue si los espa-

cios son tguales, las velocidades estin en razon inver-
sa de los tiempos; de manera que si la velocidad es
doble, ¢l tiempo cnplmdo en recorrer ¢l mismo cami-
no sera la mitad,

Si v=2/, la formula nos dara
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XXXI

Definicion (e movimiento variado en general.—8a divi-
sion en acelerado y retardado—Velocidad en estos mo-
vimientos, :

Definicion de movimiento variado.—Movimiento
variado es aquel en que el mdévil en tiempos iguales re-
corre espacios desiguales.

Su division en acelerado y retardado.—Segun la
anterior definicion, vemos que siendo desiguales los es-
pacios recorridos por el mévil durante un mismo tiem-
po, las velocidades al fin de cada uno de estos instan-
tes tienen que ser desiguales, de modo que éstas reciben
un incremento positivo ¢ negativo, quees lo que se
llama aceleracion. -

La ley segun la cual varia la velocidad al cabo de
los segundos  sucesivos, sirve para dlstlngmr unos de
otros 4 los movimientos variados.

Si ademas la fuerza aceleratriz, causa del movimien~
to variado, hace variar la velocidad de modo que aumen-
te 6 disminuya al fin de cada segundo la misma canti-
dad, hay entonces una proporcionalidad entre las varia-
ciones de la vclocidad y los tiempos durante los cuales
se verifica €l movimiento variado.

Cuando esta proporcionalidad existe, se dice que el
movimiento es wnzformemente variado, el cual 4 su
vez se lama uniformemente acelerado cuando la velo-
cidad aumenta proporcionalmente al tiempo, ymfor—
memente retardado cuando aquélla

13
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tantemente. Si la proporcionalidad anteriormente dicha
no existe, entonces el movimiento es Unicamente varia-
do, el cual se divide en acelerado ¢ retardado, segun
que la aceleracion sea positiva 6 negativa.

Velocidad en el movimiento variado.—Siendo el
movimiento variado, los diferentes espacios M N, V2,
PQ, etc. (fig. 61), descritos en tiempos iguales, seran
desiguales. Si las observaciones se han hecho 4 intervalos
iguales de tiempo, cada uno en # minutos, el cociente

N . . . .
MT representara el espacio medio recorrido por el

méviben los £ segundos invertidos para pasar desde
el punto M al punto AV, y de la misma manera determi-
narfamos la velocidad media para cada una de estas di-
ferentes partes de la trayectoria. En general, la veloci-
dad media del mévil entre dos posiciones sucesivas de
su trayectoria se obtiene dividiendo la longitud del tra-
yecto entre estas dos posiciones por €l tiempo emplea-
do en recorrerlo.

Se llama velocidad del mdvil en un punto A4 de su
trayectoria (fig. 61) la velocidad media con la cual el
mévil recorreria el arco infinitamente pequefio 44" ¢
al limite del cociente As :
mente pequefio que tarda el mévil en recorrer este arco
infinitamente pequefio. En la préctica no se puede medir
directamente mas que tiempos y espacios finitos; pero si
el tiempo 6 es bastante corto, y el arco 44" suficien-

siendo 6 el tiempo infinita-

. AL g .
temente pequefio, la relacion —— diferird muy poco

del valor que tendria si sus dos términos fuesen infini-
tamente pequefios, y nos hara conocer con bastante
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aproximacion los valores de la velocidad en el punto 4.

El arco muy pequefio 44" puede confundirse con
una linea recta: prolonguemos indefinidamente esta recta
en la direccion del movimiento; la direccion 4B asi
obtenida tiene con la curva dos puntos comunes 4 y*4’
infinitamente prdximo:a sabemos que una recta tal se
llama la tangente & la curva en el punto 4; indica la di-
reccion del movimiento del mdvil mientras recorre el
arco AA'. Esta consideracion conduce a atribuir una
direccion a la velocidad del mévil, que hasta aqui ha-
hiamos mirado como una relacion, y diremos que la ve-
locidad del movil en un punto A de la curva tiene por
direccion la tangente tirada a la trayectoria en dicho
punto; tiene por sentido el mismo que el del movimien-
to en dicho punto de la trayectoria.

Se puede representar la velocidad en magnitud lle-
vando sobre la recta 4 B y en el sentido del movimien-
to una longitud AC, igual al espacio que recorreria
el mdvil en la unidad de tiempo, si recorriese la rec-
ta AB con movimiento uniforme y con una veloci-
dad igual a A—ﬂ‘i es decir, que para calcular esta veloci-
dad supondriamos que al cabo de un cierto tiempo 8
cesa la fuerza aceleratriz, y quedando el cuerpo aban-
donado a si propio, seguiria movi¢ndose con velocidad
constante en’ virtud de la inercia; de modo que el mo-
vimiento se ha trasformado de variado en uniforme;
luego para hallar la velocidad en el movimiento va-
riado, hallaremos la del movimiento uniforme que
reemplaza 4 cste. En otros términos, 4 C es igual &

— > porque en el movimiento uniforme los espacios son
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proporcionales & los tiempos, y en virtud de ello ten-
driamos:
A—C=i‘£, de donde AC:éi
1 U] fi

De esta manera se puede representar graficamente la
magnitud y direccion de la velocidad de un mévil en un
punto de su trayectoria, porque moviéndose el cuerpo
en el sentido MN, no habria mas que trazar por el
punto A una tangente A8 4 la trayectoria; sobre esta
tangente, v & partir del punto A y en el sentido del
movimiento, se llevara una longitud 4 C, igual al espa-
cio que el mévil recorreria con un movimiento unifor-
me durante la unidad de tiempo, conservando durante
esta duracion la velocidad media que poseia en las in-
mediaciones del punto A: la recta 4C representara en
magnitud, direccion y sentido la velocidad del movil en
el punto A4.

Esta representacion supone definida la unidad de
tiempo, y subsiste dun cuando no se haya hecho elec-
cion de la unidad, porque la recta finita AC, que re-
presenta la magnitud de la velocidad, estd dada por una
longitud efectiva, y no con relacion & una unidad arbi-
trariamente elegida.

XXXII

Movimiento uniformemente acelerado.—Velocidad en
este movimiento—Relaciones entre las velocidndes y
los tiempos ¥y entre los espacios y los tiempos.

Moyimiento unzformemente acelerado.— Movi-
miento uniformemente variado es aquel en que la velo-
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cidad varia cantidades iguales en tiempos iguales; luego
en este movimiento, este incremento de velocidad, ¢ sea
la aceleracion, es constante, v que la velocidad crece
proporcionalmente al tiempo. Estas dos condiciones en-
tran la una en la otra: en efecto, si la velocidad crece
proporcionalmente al tiempo, la accleracion, que no es
otra cosa que la velocidad de la velocidad, es una can-
tidad constante que indica el incremento de la velocidad
del mavil durante la unidad de tiempo: y reciprocamen-
te, suponer que la aceleracion es constante, es decir que
la velocidad crece una misma cantidad durante tiempos
iguales, lo que equivale & establecer que crece propor-
cionalmente al tiempo.

La velocidad en este movimiento no puede definirse
como en ¢l movimiento uniforme, porque se modifica
en cada unidad de tiempo. Se comprende, sin embargo.
que si al cabo de un cierto tiempo #, cesa la fuerza ace-
leratriz en un movimiento uniformemente variado, y
¢l cuerpo queda abandonado a si propio, seguira mo-
vicndose con una velocidad constante en virtud de la
Inercia.

Esta velocidad constante scra indudablemente Ia
misma que llevaba al cabo del tiempo z. En tal concep-
to, se entiende por velocidad al fin de un cierto tiem-
po, en el movimiento uniformemente variado, la que
adquiere el mévil al cesar la fuerza aceleratriz, en el
movimiento uniforme que sucede al acelerado.

Si nos propusi¢ramos determinar en el movimiento
uniformemente acelerado la velocidad #, al cabo de un
cierto tiempo de segundos £, recordaremos que dicha
velocidad crece cantidades iguales en tiempos infinita-
mente pequefios: si, pues, llamamos ;7 a la aceleracion
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comunicada al mévil en el primer segundo, al final del
otro segundo valdra 27, por cuanto 4 la aceleracion
primera hay que agregar la inmediata; al final de ter-
cero valdrd 37, y asi sucesivamente; luego al cabo de ¢
segundos tendremos para la velocidad

v:j_t

Relaciones entre las velocidades y los tiempos y
entre los espacios y los tiempos—Si para un cierto
movimiento upiforme tenemos =7, para otro ten-
dremos o' =7"X¢, y dividiendo estas igualdades una por
otra, tendremos i,:fi‘,

v gt
s 4 4 . ) v ¢ -
Si j=/", la igualdad se reduce =7 que significa

que st las aceleraciones son iguales, las velocidades son
proporcionales 4 los tiempos.

: ) y- 3 . o ¥ "
Siz=Z, resulta 7= due expresa que si los tiempos

son iguales, las velocidades son proporcionales a las ace-
leraciones.

. ’ o j f ' .
Si =7/, la férmula nos da %=T’ lo que nos dice

que si las velocidades son iguales, las aceleraciones son
inv ersamente proporcionales 4 los tiempos.

La relacion entre el espacio recorrido y el tiempo
empleado en recorrerlo, se deduce por el triangulo de
Galileo. Sea 42 una recta que representa el tiempo
empleado por un mévil en recorrer un espacio (figu-
ra 62); dividamosla en partes iguales, A&, a6, bc... etc.,
cue indiquen unidades de tiempo. Del mismo modo re-
presentemos las velocidades adquiridas por perpendicu-
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lares 4 la recta 4 2; como dichas velocidades han de ser
proporcionales 4 los tiempos, valdran amz, 6z, cp... etc.,
al cabo de uno, dos, tres... etc. segundos. La superficie
comprendida por las rectas 475, BC, CA contendra
tantas unidades de dreas como unidades de espacio ha
recorrido el mévil durante el tiempo A B: cada triangu-
lo parcial representara una unidad de longitud recorrida.

Si, pues, suponemos que un cuerpo empieza a caer
en la direccion 4 5, al llegar al punto 4, su velocidad
sera am=1 y el espacio recorrido valdrda tambien z,
puesto que las rectas 4@ y am abarcan un triangulo.

Al terminar la segunda unidad de tiempo aé, la ve-
locidad &7z s igual 4 2 unidades y el espacio correspon-
diente 4 dicha segunda unidad de tiempo eStd represen-
tado por tantas unidades de linea como triangulos hay
en el trapecio abmn, 6 sean 3. En ¢, la \'elocidad es
tres veces mayor, y el espacio recorrido 5 unidades de
linea, pues hay 5 tridngulos en el trapecio depzn. Al
llegar 4 @ la velocidad dg vale 5 unidades y el espacio
cdgp vale 7 unidades lineales, por valer 7 tridngulos el
trapecio susodicho. Por consiguiente, podemos e:»table-
cer las siguientes leyes:

1.* Los espacios parciales recorridos con movi-
miento uniformemente acelerado crecen como los na-
meros impares.

Examinando nuevamente la figura, notaremos que
en la primera unidad de tiempo @ ha recorrido el mo-
vil 7 espacio; en dos unidades, 6 sea de 4 4 4, ha re-
corrido 7+ 3=4=2", en tres unidades, 6 sea ac g+5
—=g=173"... etc., resultado que nos manifiesta la ley

2.* Los espacios totales son proporcionales 4 los
cuadrados de los tiempos.



120

Admitamos por un momento que al llegar 4 ¢ al
cabo de 2 segundos, por ejemplo, cesa la fuerza acelera-
triz que le impulsa. Es indudable que continuara movién-
dose en virtud de la inercia; mas no con movimiento va-
riado, sino con movimiento uniforme, ¢ sea con veloci-
dad constante; luego en otras dos unidades de tiempo 44,
recorrerd un espacio que contendra tantas unidades de
linea como unidades de superficie hay en el rectaingulo
édon; como en éste hay ocho tridngulos ¢ unidades de
superficie, diremos que la ley

3." Es que cuando cesa la fuerza aceleratriz, reco-
rrerd un cuerpo en igual tiempo doble espacio que el re-
corrido con movimiento uniformemente acelerado.

Es evidente que al unir los puntos C, ¢, g, 2, m, A,
todos estardn en una misma recta AC, porque repre-
sentando Aa, ab, bc... etc., las unidades sucesivas de
tiempos, y las rectas am, én, cp... las velocidades co-
rrespondientes a estos tiempos, como segun la ley del
movimiento uniformemente acelerado las velocidades
son proporcionales a los tiempos, los triangulos rectan-
gulos Aam y Abn son semejantes por tener sus bases
am 'y bn proporcionales & sus alturas Aay 46,y to-
dos tienen un dangulo comun en A; luego 4 m coincide
con A#, ylo mismo diremos para los demas; luego los
puntos A4, n, n, p. ¢, C estin en linea recta.

La suma de estos espacios parciales compone el es-
pacio total recorrido por:el mévil en el tiempo # pero
siendo 4 BC un triangulo, su area S es igual a-la mi-
tad del producto de su base BC por la altura 4 5, luego

ABxBC
=-_.-_——

9

-~

&)



21

pero A B representa el tiempo ¢, y BC representa la
velocidad z al cabo del tiempo 7, que es v =% luego
el espacio recorrido por el mdvil animado con movi-
miento uniformemente acelerado es:

xjt

9 2

e= O bien e=4ji*
de modo que el espacio en el movimiento uniforme-
mente acelerado es igual 4 la mitad del producto de la
aceleracion por el cuadrado del tiempo.

Para otro movimiento uniformemente acelerado, ten-
driamos ¢'=14 ;'¢*. vy dividiendo una por otra. ten-
dremos

4
ie

S - 1l e .

Si /=" la formula nos da —— & decir, que los
espacios son proporcionales a los cuadrados de los
tiempos. '

. ! e . s =
Si £=1¢', tendremos f,.:;, » que manifiesta que si los

tiempos son iguales, los espacios son proporcionales 4
las aceleraciones.

¢ |

. , . J t " "
Si e=¢', la férmula da =g Que nos dice que si los

espacios son iguales, las aceleraciones estin en razon
inversa de los cuadrados de los tiempos.

" De las formulas v=;¢ y e=} 7#* se deduce hacien-

do en la segunda /=1, e=} 7, de donde j==2¢, que

expresa que la aceleracion es doble que el espacio reco-

rrido por €l mévil en la primera unidad de tiempo.
Eliminando ¢ entre ellas, para lo cuval de la primera

14
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sacamos t=%, de donde t'=%:, y sustituyendo este
valor de #, en la segunda tendremos
c:ij.;-, 6 bien z-_—&-:-_—l

y quitando denominadores, dara o'=27¢; de donde
v=1/%je, férmula que nos dala velocidad en funcion
de la aceleracion y el espacio.

XXX

Movimiento uniformemente retardado.—Definicion de
movimiento circular.—Qué se entiende por velocidad
ang'ulnr.«—Relnuign entre las velocidades de los diversos
puntos de un cuerpo que gira y sus distancias al eje.

Movimiento uniformemente retardado.—Movi-
miento uniformemente retardado es aquel en que la
velocidad disminuye cantidades iguales en tiempos
iguales.

Supongamos un mévil animado de una velocidad ini-
cial de ¢ metros por segundo, y que esta velocidad
disminuya 7 unidades en cada segundo; en el primer
segundo, la velocidad serd 2 —=a—y; 4 los des segun-
dos serd =a— 27, y asi sucesivamente; luego al cabo
de # segundos sera |

c=a-—~jt

Para encontrar la férmula de los espacios recorridos,
emplearemos la construccion grifica siguiente: sobre
una recta AE (fig. 63), & contar de un origen 4, to-
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maremos partes iguales que representen los tiempos; en
los puntos en que €stas terminen levantaremos perpen-
diculares que representen las velocidades correspondien-
tes, y uniremos por un trazo continuo los extremos de
estas perpendiculares.

El espacio recorrido estara representado por el
trapecio ABDE; este trapecio es igual al rectin-
gulo ABCE, menos el triangulo BCD; luego ¢
= ABC E=BCD= AB)(;IE-——%BCXCD pero
A B es igual 4 la velocidad inicial 2, 4E es el tiempo
L BC= AE—t y CD i la \elomdad del mévil que
partiese de B con movimiento uniformemente acelerado;
luego CD=j7¢; luego

e=at—1} j*
Si el mévil partiese sin velocidad inicial, 2=0; de donde

e=—}jtt

luego el signo depende de 7; formula igual 4 la del mo-
vimiento uniformemente acelerado, pero de signo con-
trario, como realmente debe suceder.

Ejemplo de un movimiento uniformemente retardado
lo tenemos en los cuerpos lanzados de abajo arriba.
La velocidad del mévil va disminuyendo sucesivamente
4 causa de la accion de la gravedad que obra en sentido
contrario de la fuerza de impulsion, y se concibe que lle-
gard un momento en que ambas sean iguales, y en ese
instante el cuerpo permanece en reposo, para enseguida
volver 4 descender con un movimiento uniformemente
acelerado, pues la fuerza que le obliga 4 ello es la de la
gravedad, la cual ejerce su accion cada vez con mas in-
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tensidad y 4 medida que el cuerpo se acerca a la tierra.
Para calcular el tiempo que el mévil ha tardado en
llegar al punto mas alto, observaremos que en €l la ve-

locidad =0, luego 0—=a—gli, de donde 7= E, y

para calcular la altura & que el mévil ha llegado, sustitui-
remos este valor de £ en la expresion de e, que es dicha
a* a* }a*
altura, y tendremos e= —— 3 g—=
9 L) g

Para calcular la velocidad que tiene en el punto de
caida, observaremos que el modvil desciende desde el
punto mas alto y recorre el camino que subié con mo-
vimiento uniformemente acelcrado; de modo que v =
\/2ge, ¥ por ejemplos practicos, aplicando esta férmula,
se ve que la velocidad del movil en el punto de caida
es igual a la que le animaba cuando partio.

Generacion del movimiento curvilineo.—Una sola
fuerza, bien sea de las llamadas instantaneas, bien de las
continuas, produce siempre un movimiento rectilineo.
Dos fuerzas pueden producir un movimiento curvilineo
en determinadas condiciones; veamos cudles son ¢stas.
Si sobre un punto material  (fig.-64) actian dos fuer-
zas cuyas intensidades sean aé y ac¢, la diagonal ad
representard la resultante por donde se dirigira el pun-
to material. Si al terminar la primera unidad de tiempo
cesaran las dos fuerzas, continuaria por la inercia mo-
viéndose el cuerpo en la direccion rectilinea de de la
misma resultante; pero si suponemos que sobre dicho
cuerpo actia la fuerza 72d con la .intensidad &f, ésta,
combinada con la de, obligara al mévil 4 seguir la direc-
cion dg, durante la segunda unidad de tiempo. Si al
llegar al punto g sigue actuando la g, tendremos en
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la nueva diagonal la direccion del mdvil durante la ter-
cera unidad de tiempo, y asi sucesivamente.

Suponiendo ahora que los impulsos comunicados al
punto material por las fuerzas indicadas se repiten a in-
tervalos de tiempo infinitamente proximos, cada resul-
tante sera un punto, y el poligono adg... se convertira
en una curva.

Siguese, por lo tanto, que para el movimiento curvi-
lineo son necesarias dos fuerzas: una continua que arras-
tre al movil hacia un punto fijo #2; otra @4 que sea tan-
gencial a la curva descrita por el mévil; y decimos tan-
gencial, porque efectivamente, en el instante en que cesa
la fuerza @, sale ¢l movil en direccion rectilinea y
tangente 4 la curva que seguia cuando le impulsaban
las dos.

Movimiento civcular.—De lo que acabamos de ex-
poner se deduce que si la fuerza que solicita al cuerpo
hacia el punto » es igual 4 la que lo solicita fuera de
¢l, se comprende que las distancias ame, Zm, gm... etc.
han de ser tambien iguales, v en este caso particular
describird el mévil una circunferencia. Hé aqui lo que
sucede en ¢l empleo de la honda: la mano desenvuelve
la fuerza am, que tiende 4 llevar la piedra hacia un
centro que es la mano misma; la inercia, unida a la re-
sistencia de la cuerda, desarrolla en cada movimiento
de traccion producido por la mano la fuerza tangencial
a la primera.

Si un sélido en movimiento tiene dos puntos fijos,
todos los demds puntos del sélido situado en la recta
(ue une & los dos primeros permanecen inmoviles; el
solido no puede, por lo tanto, moverse sino girando al-
rededor de esta recta, la cual se llama eje de rotacion,
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y el movimiento del cuerpo es un wzovimiento de ro-
tacion.

En el movimiento de rotacion de un sélido alrede-
dor de un eje, cada uno de los puntos de éste descri-
be una circunferencia, cuyo plano es perpendicular a
aquel, y cuyo centro estd en el punto de encuentro del
plano con el eje.

Sea A5 (fig. 65) el eje de rotacion, A/ un punto
_ Cualqmera del solido; bajando la perpendicular M P al
cje, esta recta le sera siempre perpendicular, cualquiera
que sea la posicion del sélido, y por consiguiente, en el
movimiento de rotacion del cuerpo descnblra un plano
perpendicular al eje; ademds, M P conserva siempre su
longitud; luego el punto M describird una circunferen-
cia, cuyo centro es P.

Siendo el sélido invariable, es claro que en su movi-
miento de rotacion alrededor del eje, las perpendicula-
res bajadas desde los diferentes puntos del sélido al
eje, describen en el mismo tiempo angulos iguales; el
valor de uno de estos angulos iguales correspondientes a
un tiempo cualquiera, es lo que se llama el angulo que
ha girado el sélido durante ese tiempo.

Velocidad angulay —El movimiento de rotacion de
un solide es uniforme cuando gira angulos iguales en
tiempos iguales, 6 lo que es lo mismo, cuando los an-
gulos girados son proporcionales 4 los tiempos emplea-
dos por el solido en verificar el giro.

Se llama velocidad angular, en el movimiento de
rotacion uniforme, el dngulo que gira el solido en la
unidad de tiempo: se mide la rapidez del movimiento
por el valor de su velocidad angular.

Si se miden los angulos por los arcos descritos por
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los puntos que distan la unidad lineal del eje, la veloci-
dad angular de un sélido animado de un movimiento de
rotacion uniforme sera el arco descrito en la unidad de
tiempo por un punto que diste del eje la unidad lineal,
velocidad que serd la absoluta de dicho punto, y se de-
algna por la letra o: si el punto dista 7 unidades del
eje, el valor de la velocidad angular serd o= o).

El movimiento de rotacion es variado cuando el si-
lido describe arcos desiguales en tiempos iguales.

Si suponemos dividido el tiempo en que se verifica
un movimiento de rotacion variado en partes infinita-
mente pequefias ¢ iguales, podemos considerar que el
movimiento de rotacion en cada uno de estos intervalos
infinitamente pequefios € iguales es uniforme, y enton-
ces el movimiento de rotacion variado puede conside-
rarse como una sucesion de movimientos de rotacion
uniformes, los cuales tienen lugar durante un tiempo in-
finitamente pequefo, y la velocidad angular durante un
cierto tiempo es la del movimiento uniforme, que reem-
plaza al variado durante este intervalo infinitamente pe-
quefio; luego tendremos para expresion de la velocidad
angular, en el movimiento de rotacion variado, una ana-
loga 4 la que cuando es uniforme.

Relacton entre las velocidades de los diversos pun-
los de un cuerpo que giva y sus distancias al eje.—
En el movimiento de rotacion uniforme todos los an-
gulos descritos por los diferentes puntos del cuerpo du-
rante un mismo tlempo tienen un mismo numero de
grados; pero los caminos recorridos por estos puntos
no son iguales, pues los arcos descritos por dos puntos
en un mismo tiempo son proporcionales 4 sus radios
respectivos; asi es que los puntos mas préximos al eje
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tendrin menor velocidad absoluta que los que estén
mas lejanos, y por consiguiente, estas velocidades son
proporcionadas 4 las distancias de los puntos al eje.
Consecuencia que, por otra parte, se prueba por la con-
sideracion de la formula de la velocidad, pues si llama-
mos V 4 la velocidad de un punto M, que diste del eje
la magnitud K, y z a la de otro » cuya distancia sea »,
tendremos '
E V=wxR
=Xy

y dividiendo una por otra

En el movimiento de rotacion variado, hallariamos
una relacion andloga, pues la expresion de la velocidad
es idéntica que en el uniforme.

XXXIV

Qué se entiende por fuerza centrifuga ¥ centripeta en el
movimiento de rotacion.—Expresion de la Maerza cen-
trifuga en funcion de la velocidad y del radio de giro.

Qué se entiende por fuerza centrifuga y cemtripeta
en e/ movimiento de rotacton.—Hemos visto que para
haber movimiento de rotacion & necesario que sobre
el movil actien dos fuerzas iguales, una que solicite al
cuerpo hacia el centro de la circunferencia que describe,
y otra que actiie segun la tangente 4 la curva.
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A la primera se la llama fuerza centripeta, y 4 la se-
gunda fuerza tangencial.

La fuerza centripeta, que impide al mévil abandonar
la circunferencia, tomando la direccion de la compo-
nente tangencial, destruve en cada instante la tendencia
del mavil i alejarse del centro, tendencia que ha recibi-
do cl nombre de frerza centrifuga: ambas fuerzas, con-
<ideradas colectivamentc; se llaman Juerzas centrales.

Para hacer comprender bien el antagonismo de estas
dos fuerzas, tiremos por pnntn b (ﬁ" 64 la recia é;{r
paralela & la a4, que es la direccion del movimiento, 3
habremos formado asi el paraleldgramo ad4/: la me.
del mavil segun la diagonal @4 puede ser descompucs-
ta en otras dos. una scgun @d en la direccion del mo-
vimiento circular, v otra segun @4 en prolongacion del
radio. _

Esta ultima representa la fuerza centrifuga, v como
ah=bd=ac, se ve que la fuerza centrifuga estd en cada
instante del movimiento destruida por la fuerza centri-
peta que le es igual v opuesta. lo que hace que sdlo
(quede actuando la fuerza ad. Si la fuerza centripeta ce-
sase de obrar, ¢l mévil seguira la direccion de la com-
ponente tangencial a4, pues ésta es Ja resultante de las
dos fuerzas que quedarian, a7 y e/.

Expresion de la fuerza centrifuga en funcion de
la velocidad y del radio de giro.—Supongamos pri-
meramente ¢l movimiento uniforme, y sea mc¢ (fig. 66
un arco infinitamente- pequefio de circunferencia, descri-
to durante un tiempo infinitamente pequefio 6 por un
mévil cuya masa sea igual 4 la unidad.

Durante el mismo tiempo, el movil recorrera bajo la
accion sola de la fuerza centripeta / el espacio mé con

15
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un movimiento uniformemente acelerado, porque esta
fuerza obra con una intensidad constante durante el
tiempo infinitamente pequefio 9. Ahora bien, puesto que
el espacio mé esta recorrido con movimiento uniforme-
mente acelerado, su valor sabemos que es mé=3F ",
Puesto que el arco me¢, por ser infinitamente pequeiio,
se puede confundir con su cuerda, se nos formaria
uniendo el punto ¢ con los dos extremos del didmetro un
tridngulo rectangulo, en el cual sabemos que un cateto
mc es media proporcional entre el diametro 2R, que es la
hipotenusa, y #24, proyeccion de dicho cateto sobre esta
hipotenusa ¢ diametro; es decir, m4 : mc :: mc : 2R,

de donde mé—mc : 2R. Ademas, siendo el movi-

miento uniforme mc=2X0, llamando z 4 la velocidad
del movil. .
Eliminando m¢ y mé entre

mb=3FHb*

mb=mc :23}

mec—vxh
tendrianms;.}’I 2R=} F6,6bieno'd : 2R=} Fb°*,
y dividiendo ambos miembros porfse tendrd o*: 2R
=1 F, y multiplicando por 2, deduciremos finalmente

F=v*:R

férmula que nos da el valor de la fuerza centripeta 6 de
la centrifuga que le es igual en funcion de la velocidad
y del radio de giro. Si la masa es m, F=mx%;

Supongamos ahora que el movimiento no sea uni-
forme. La fuerza que actia sobre el mévil debera estar
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en el plano del circulo, pues de lo contrario, daria una
componente normal a este plano, la que haria salir de
¢l al movil, lo que es contra la hipétesis, pues supone-
mos que describe una trayectoria circular.

bupongamcb esta fuerza deacompuesta en dos, una
segun el radio, y otra segun la tangente a la circunfe-
rencia: la primera no puede modificar la velocidad,
puesto que es perpéndlcular a su direccion; es la fuerza
centripeta, que sirve para mantener el mévil sobre la
circunferencia. La que hace variar la velocidad es la
otra componente, la fuerza tangencial, y tiene por me-
dida la masa del mévil multiplicada por la aceleracion
que produciria si la fuerza quedase constante durante la
unidad de tiempo. La fuerza centrifuga y la centripeta
estan siempre representadas por /= 2;—' . Es preciso
observar aqui que la velocidad al variar de un instante
a otro, la fuerza centripeta debe variar tambien de ma-
nera de ser, siempre igual 4 la centgifuga, sin lo que el
movil se saldria de la circunferencia.

XXXV

Nociones generales acerca de la medida del efecto de las
fuerzas.—Definicion del trabajo de una fmerza.—Su me-
dida.—Que se entiende por kilogrametro y por caballo
de vapor.

Nociones generales acerca de la medida del efecto
de las fuerzas. —Desde el momento en que una fuer-
za empieza & cjercer su accion, produce en su sentido
flexiones y compresiones: su punto de aplicacion cede,
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marcha, se desplaza en el sentido de esta accion hasta
que la resistencia de las fuerzas moleculares, siendo igual
4 la accion que tiende a cambiar de lugar 4 las molécu-
las, hace cesar este desplazamiento relativo. Entonces,
si el cuerpo esta retenido por obstaculos 6 por resisten-
clas superiores, la accion de la fuerza es anulada: su
efecto es nulo, en este sentido, porque no hay movi-
miento producido: tal es ¢l caso dél soporte de una co-
lumna.

Para que las fuerzas produzcan un efecto mecdnico.
es pues IerCl:,O que Imgan recorrer a su punto de apli-
cacion un cierto camino en su direccion propia.

Vemos, pues, que para apreciar el efecto de una
fuerza es preciso considerar no solamente la intensidad
con que obra, sino tambien la cantidad que hace mover
a su punto de aplicacion.

Definicion del trabajo de una fuersa.—Se llama
trabajo de una fuerza constante, al cabho de un cicrto
tiempo, al producto de su intensidad por ¢l camino re-
corrido por su punto de aplicacion, suponiendo quc
este Ultimo cambie de lugar en la direccion misma de
la fuerza.

Si esta ultima condicion no se verifica, sera preciso
descomponer la fuerza en dos, una en la dircccion del
movimiento, la otra perpendicularmente a ¢l, la que
sera destruida. El trabajo de la primera componente
sera entonces cl de la fuerza dada, y se le puede dcfinir
diciendo que es el camino recorrido por el punto dc
aplicacion, por la proyeccion de la fuerza en csa direc-
cion; 6 bien el producto de la intensidad de la fuerza,
por la proyeccion del camino recorrido sobre su propia
direccion.
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Si la fuerza no es constante, se dividira el tiempo en
instantes infinitamente pequefios, durante los cuales se
supone constante a la fuerza, y el producto de esta in-
tensidad, por la proyeccion del camino recorrido duran-
te cada uno de estos instantes, se llama trabajo elemen-
tal de la fuerza; la suma de los trabajos elementales, al
cabo de un cierto tiempo. sera el Zradajo total du-
rante ¢l.

Relaciones entre el trabajo y el camino recorrido v
la resistencia vencida: el trabajo es proporcional al
camino recorrido: en electo. si representamos por 7 el
trabajo necesario para elevar un peso P a la altura Z,
para elevar el mismo peso a la altura 2/, necesitaremos
un trabajo representado por 27, y asi sucesivamente, y
si la altura recorrida por ¢l peso es z veces 4, el traba-
jo necesario es 2X 75 luego el trabajo es proporcional
al camino recorrido.

El trabajo ¢s proporcional a la resistencia vencida.
I'ara probarlo, sca 7 el trabajo necesario para elevar
¢l peso 2 a la altura 4. Para elevar a la misma altura
¢l peso 2P, se necesitard doble trabajo, y en general,
si ¢l peso se hace # veces mayor, el trabajo tambien
serd 22 veces mayor; luego el trabajo es proporcional &
f1 resistencia vencida.

De estos dos principios se deduce que dos trabajos
cualesquiera son proporcionales a los productos de las
resistencias vencidas por los caminos recorridos. Sea,
en efecto, 7" el trabajo necesario para elevar el peso P
« la altura £, 7 ¢l trabajo necesario para elevar el peso
P alaaltura %, y llamemos 7 ¢l trabajo necesario
para elevar el peso 2 la altura 4.

Los trabajos 7y 7" necesarios para elevar el peso
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P 4 las alturas £ y* & son proporcionales 4 estas alturas:
luego
F 505
/e
Los trabajos 7 y 7" necesarios para elevar los pe-
sos Py 7 4la misma altura 2 son proporcionales a
estos pesos; luego
< i
g

‘QII b

y multiplicando ordenadamente ambas proporciones,
tendremos
T Pxh
TPk .
Luego dos trabajos cualesquiera son proporcionales 4
los productos de las resistencias vencidas por los cami-
nos recorridos.

Su medida.—Para medir un traba_;o, se compara con
etro que se toma por unidad.

Se ha convenido en tomar por unidad de trabajo el
necesario para elevar un kilogramo de peso 4 un me-
tro de altura; de manera que haciendo estas hipdtesis
en la férmula anterior, tendriamos

T=Pxh

lo que nos dice que el trabajo de una fuerza tiene por
medida el producto de esta fuerza valuada en kilogra-
mos, por el camino recorrido por el punto de aplica-
cion expresado en metros.
Cuandolafuem:sempleacndmm sentido del



135

camino recorrido, el trabajo tambien tiene por medida
el producto del esfuerzo expresado en kilogramos, por
el camino recorrido valuado en metros.

Si la fuerza forma un angulo con la direccion que si-
gue el movil, se descompone la fuerza en dos compo-
nentes por la regla del paralelégramo de las fuerzas, de
manera que una de las componentes esté¢ en direccion
del camino recorrido, y la otra sea perpendicular 4 esta
direccion: el trabajo sc valta multiplicando la compo-
nente de la fuerza en ¢l sentido dcl movimiento por el
camino recorrido. Supongamos un mévil cmpujado por
una fuerza EF (fig. 07), inclinada con respecto a la di-
reccion del camino O X que ha de recorrer y aplicada
en ¢l punto E. Se descompone la fuerza EF en las dos
componentes £L y ED, segun la direccion del cami-
no y segun una pcrpmdjcular a dl. La componente
E D tiende 4 hacer salir al movil de su direccion, y es
destruida por la resistencia del camino; la componente
£ L segun la direccion E X, es la proyeccion D /# sobre
OX, y es tanto mayor, cuanto menor es el dngulo
LEF: cuando este angulo sea cero, la componente
E L sera igual 4 E F. El trabajo, en este caso, es 7'=
£LXS, siendo S el camino recorrido por el maévil.

Trabajo de una fuerza tangente a la circunfercncia de
una rueda: supongamos (fig. 68) que una fuerza F ac-
tia segun la direccion de la tangente 4 la circunferen-
cia de una rueda. Cuando la rueda gira una pequefia
cantidad aa', este pequefio movimiento se verifica en el
sentido de la fuerza F° y el trabajo es

T1 =Fxada. ’
Entonces la fuerza cambia de direccion para recorrer
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el camino a’ a"; el trabajo en este segundo periodo es

Ta =Fxa'a”

v asf sucesivamente.

Si la fuerza F rccorre una circunferencia entera, el
trabajo total 7 sera la suma de todos los trabajos par-
ciales, y tendremos:

T=Fxaa'+Fxaa"+..=F(aa' +a'a"+....)

pero (@@’ + a'a” +....) esigual a la circunferencia recti-
ficada 6 sea 2= R; luego el trabajo en una vuelta serd
: )

T=F>2=R

Qué se enticnde por kilogrametro y por caballo de
vapor.—Se llama kilogrametro al trabajo necesario para
elevar el peso de un kilogramo a4 un metro de altura
en un segundo. El kilogrametro se toma por unidad de
trabajo de una fuerza.

El trabajo de una fuerza cualquiera se mide en kilo-
grametros, cfectuando el producto de la fuerza expresa-
da en kilogramos, por el camino recorrido expresado
en metros. Elevar 30 kilogramos 4 cinco metros de al-
tura en un segundo es producir un trabajo igual a 30X
5=150 kilogrametros. Los dos factores que comp onen
un mismo trabajo varian en razon inversa uno del otro,
y puede éste componerse de una infinidad de maneras
diferentes.

Caballo de vapor. —El kilogrametro es una unidad
muy pequefia para los usos industriales. Tratando de
comparar la cantidad de trabajo desarrollado por una
maquina de vapor con el que-pueden producir los caba-
los, se observa que los caballos vigorosos, na trabajan-
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do mas que cuatro horas por dia, podian elevar 75 ki-
logramos & un metro de altura en un segundo. Se tomé
esta cantidad de trabajo por unidad, y se la llamé caba-
llo de vapor.

XXXVI

Qué se entiende por resistencias pasivas.—Enumeracion
de las mis principales.—Rozamientos por deslizamien-
to v por rodadars.,

Qué se enticnde por resistencias pasivas.—Segun
la ley de inercia, un cuerpo puesto en  movimiento y
abandonado % si mismo, sc moveria indefinidamente
con un movimiento uniforme y rectilineo, es decir, con
la misma velocidad y en la misma direccion. Sin embar-
go, la experiencia nos hace ver que la velocidad de un
cuerpo va poco & poco disminuyendo, quedando al cabo
de un cierto tiempo en reposo, debido & las pérdidas
de fuerza viva que experimenta 4 causa de las resis-
tencias que encuentra en su movimiento, llamadas re-
sistencias pasivas.

Enumeracion de las mis principales.—Las resis-
tencias pasivas mas principales que experimentan los
cuerpos en sus movimientos son los rozamientos, que
pueden ser de dos clases: rozamientos por desliza-
miento y rozamicntos por rvodadura; la rigidez de
las cuerdas, y, por ultimo, la‘resistencia de los
Sfuidos.

Rozamientos par deslizamiento y por rodadura.
—Cuando un cuerpo pesade insiste sobre una mesa,

1€
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por ejemplo, y se trata de hacerlo deslizar sobre esta
-,uperhue se ucpenmeuta una resistencia: existe entre
las moléculas del cuerpo y las de Ja mesa una adheren-
cia que se opone a su separation, y esta adherencia no
es vencida mas que cuando se aplica al cuerpo una
fuerza de traccion suficientemente grande. La magni-
tud de esta fuerza sirve de medida 4 la resistencia que
ha vencido, resistencia que se llama rozamiento por
resbalamiento. )

Desde el momento en que el cuerpo empieza & des-
lizarse, se tienc necesidad, para entretener su movi-
miento, sin que su velocidad disminuya, de aplicarle
eonstantemente una cierta fuerza de traccion. Esta fuer-
za es empleada por completo 4 vencer el rozamiento que
se desarrolla entre el cuerpo y la superﬁcu: sobre la que
resbala; puede, pues, servir para medir el rozamiento
ocasionado por el deslizamiento.

La fuerza de traccion que se tiene que emplear para
poner el cuerpo en movimiento, es diferente de la que
hay que aplicar al cuerpo ya puesto en mov imiento
para que conserve la misma velocidad.

Cuando se trata de hacer rodar un cuerpo cilindrico
sobre una superficie plana y horizontal, se experimenta
una resistencia debida 4 la deformacion que experimen-
ta el cuerpo y la superficie sobre la cual insistg, en razon
4 la presion que se ejerce en los puntos de contacto. El
cilindro se aplasta, la superficie que lo soporta se de-
prime en forma de surco, y para producir la rodadura,
es preciso aplicar al cuerpo una fuerza que venza 4 la
resistencia que se opone al movimiento del cuerpo: esta
resistencia se llama rozamiento por rvodadura.
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